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 1. Introdução
 • O Método dos Elementos Finitos (MEF), cuja génese se
 verificou por volta de 1940, é uma ferramenta matemática
 versátil extensivamente utilizada em diversas aplicações de
 engenharia, tendo um caráter multidisciplinar;
 • O recurso ao MEF permite a modelação de diversos tipos de
 fenómenos físicos de natureza estática ou dinâmica,
 permitindo abordagens a áreas tão diferentes quanto a
 Mecânica dos Sólidos, a Dinâmica de Fluidos, a
 Termodinâmica ou o Eletromagnetismo;
 • De forma simples, podemos definir a análise por elementos
 finitos como sendo uma ferramenta de base computacional
 que permite obter soluções numéricas aproximadas relativas
 a equações abstratas que predizem a resposta de sistemas
 físicos sujeitos à aplicação de estímulos externos.
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 1. Introdução
 • As equações de governo de um sistema físico assumem
 normalmente a forma de equações diferenciais que
 expressam algum dos três princípios físicos fundamentais: a
 conservação da massa, a quantidade de movimento ou o
 balanço das trocas energéticas entre o sistema e o ambiente;
 • Os estímulos externos representam condições de
 carregamento associadas a forças, temperaturas, campos
 elétricos, entre outras grandezas, as quais, interagindo com o
 sistema, provocam uma alteração do seu estado de equilíbrio;
 • Dentro do contexto das condições de carregamento,
 deveremos também considerar condições de fronteira
 representadas por equações particulares válidas, apenas, na
 fronteira do sistema.
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 1. Introdução
 • O MEF baseia-se na discretização do domínio do sistema físico
 em pequenas partições adjacentes, de tamanho mais ou
 menos reduzido, a que chamamos elementos finitos;
 • A morfologia dos elementos finitos deverá ser simples e
 adequada à representação da geometria do componente que
 se pretende modelar, podendo assumir a forma de triângulos
 ou quadriláteros, num contexto bidimensional, ou tetraedros
 e prismas no caso 3D (ver figura);
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 1. Introdução
 • O conjunto total de elementos finitos necessários para a
 construção do modelo pretendido constitui a malha que será
 usada na simulação computacional;
 • A precisão dos resultados obtidos pelo MEF dependerá do
 nível de refinamento da malha de elementos necessária para
 a discretização de pontos concretos onde as condições de
 campo devem ser satisfeitas;
 • Malhas mais finas levam a resultados mais precisos, mas
 implicam maiores tempos de computação;
 • Habitualmente, estruturam-se as malhas de elementos com
 um nível de refinamento gradativo em função das condições
 de carregamento e geométricas do componente (por
 exemplo, distribuição de tensões em torno de um furo).
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 1. Introdução
 Exemplos de malhas:

Page 7
						

Faculdade de Engenharia
 Universidade da Beira Interior
 Estruturas Aeroespaciais II - 2014
 Departamento de Ciências Aeroespaciais
 Pedro V. Gamboa
 José Miguel A. Silva
 7
 1. Introdução
 • As equações de governo são transformadas em equações
 algébricas menos complexas válidas no contexto de cada
 elemento, permitindo uma representação aproximada do
 fenómeno físico que se pretende simular;
 • Os termos pertencentes a estas equações algébricas são,
 posteriormente, numericamente avaliados em cada
 elemento, obtendo-se um grande conjunto de valores
 agrupados, normalmente, de forma matricial;
 • o MEF é, por isso, indicado num ambiente computacional, já
 que, através de rotinas informáticas adequadas, se poderão
 resolver simultaneamente sistemas de equações complexos
 de forma célere.
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 1. Introdução
 • As variáveis de campo pretendidas para análise
 (deslocamentos, tensões, temperaturas, etc.) são obtidas em
 cada elemento através de uma técnica de interpolação
 polinomial incidente sobre pontos específicos do elemento, a
 que chamamos nós.
 • Os nós estão, habitualmente, localizados nas extremidades de
 cada elemento, embora possam ser definidos noutras posições
 (mesmo a nível interno do elemento) quando se pretendem
 polinómios de ordem superior de modo a alcançar melhores
 níveis de precisão de resultados.
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 1. Introdução
 • Existem vários tipos de elementos finitos que podem ser utilizados na construção de um modelo físico.
 • No entanto, os elementos do tipo isoparamétrico são frequentemente utilizados devido ao bom compromisso obtido entre a precisão de resultados e o esforço computacional exigido;
 • Os elementos isoparamétricos permitem a tradução de geometrias mais complexas, tais como superfícies curvas, devido à sua aptidão para assumirem formas distorcidas graças à colocação de nós em pontos específicos das suas arestas;
 • Quando se pretende efectuar uma simulação 3D, deverão considerar-se elementos isoparamétricos hexaédricos que terão uma forma equivalente a um “tijolo” (brick).
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 1. Introdução
 • A figura abaixo ilustra três tipos de elementos isoparamétricos planos com diferentes posições de nós, os quais possibilitam, respetivamente, a representação de funções do tipo linear, quadrático ou cúbico.
 h
 h
 h
 a) Linear b) Quadrático c) Cúbico
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Os elementos do tipo triangular
 são frequentemente utilizados
 devido à sua versatilidade na
 definição de geometrias
 complexas.
 O elemento triangular da figura
 tem dois graus de liberdade por
 nó, o que equivale a um total de
 6 graus de liberdade por
 elemento.
 Neste caso, poder-se-á
 considerar uma matriz de rigidez
 [Ke] de 6x6 elementos.
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 As forças e deslocamentos nodais representados na figura
 anterior correspondem aos seguintes vetores genéricos:
 Escolhamos, agora, uma função polinomial que represente os
 deslocamentos e satisfaça as condições de fronteira, ou seja,
 considerando que cada nó tem 2 graus de liberdade.
 (4.01)
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Como o número total de graus de liberdade do elemento é 6,
 então necessitaremos de uma função polinomial com 6
 coeficientes do tipo:
 Os termos 1 e 4 da Eq. (4.02) representam quaisquer
 movimentos do corpo rígido no plano, i.e., sem extensões, ao
 passo que os termos lineares permitem a definição de extensões
 compatíveis com os deslocamentos.
 (4.02)
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Escrevendo esta equação na forma matricial:
 A Eq. (4.03) assume a forma genérica
 (4.03)
 (4.04)
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Escrevendo esta equação para o nó i:
 Expressões semelhantes podem ser obtidas para os nós j e k,
 pelo que para o elemento completo teremos:
 (4.05)
 (4.06)
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Em termos genéricos, esta equação assume a forma
 Ou, se quisermos:
 Da Eq. (4.04) resulta que
 (4.07)
 (4.08)
 Nota: a inversa da matriz A pode ser obtida de forma expedita
 usando métodos numéricos em ambiente computacional
 (4.09)
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Sabemos que as extensões no elemento são
 Vimos anteriormente (Estruturas Aeroespaciais I) que, em
 condições de estado plano de extensões, as expressões para as
 extensões passam a ser:
 (4.10)
 (4.11)
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Substituindo u e v usando as expressões da Eq. (4.02) obtém-se
 Usando a forma matricial:
 (4.12)
 (4.13)
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 A Eq. (4.13) pode ser escrita genericamente como
 Relembrando que
 obtém-se
 Considerando, agora, as tensões actuantes no elemento
 (4.14)
 (4.15)
 (4.16)
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Considerando, agora, as tensões atuantes no elemento
 Das relações entre as extensões e as tensões, sabemos que
 (4.17)
 (4.18)
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Usando a forma matricial
 Reescrevendo as equações anteriores
 Na forma matricial
 (4.19)
 (4.20)
 (4.21)
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Substituindo as extensões pelos deslocamentos nodais
 correspondentes
 No caso de estado plano de tensões, a matriz D assume a forma
 (4.22)
 (4.23)
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Neste caso, eliminando z e resolvendo para x, y e xy
 A equação anterior pode ser escrita numa forma matricial
 (4.24)
 (4.25)
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Finalmente, as forças em cada nó podem ser calculadas a partir
 do princípio da energia potencial total, resultando na expressão
 O integral de volume desta equação corresponde à matriz de
 rigidez [Ke]
 Na equação anterior, a matriz [B]=[C][A-1], sendo [A] definida
 pela Eq. (4.06) e [C] pela Eq. (4.13).
 (4.26)
 (4.27)
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Por seu turno, a matriz de elasticidade [D] é definida pela Eq.
 (4.21), em condições de estado plano de tensões, ou pela Eq.
 (4.24), em condições de estado plano de extensões.
 Note-se que estas matrizes são constituídas por termos
 constantes, pelo que podem ser colocadas fora do integral de
 volume da Eq. (4.27).
 Por outro lado, é fácil constatarmos que o volume de um
 elemento corresponde ao produto da sua área pela sua
 espessura, pelo que:
 (4.28)
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 O produto das matrizes [D] e [B] corresponde à matriz [H], a
 qual relaciona as tensões com as deformações, pelo que:
 (4.29)
 Nota: as tensões são normalmente determinadas em relação ao centróide do
 elemento.
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Uma forma conveniente de derivar as expressões que governam
 o elemento finito e as suas caraterísticas baseia-se no princípio
 da energia potencial.
 A variação da energia potencia DP da placa completa é
 onde n é o número de elementos de espessura uniforme que
 constitúem a placa, A é a área da superfície de um elemento e
 p a carga lateral por unidade de área.
 Esta expressão pode reescrever-se da seguinte forma
 011
 DDDDDP n
 A
 n
 A
 xyxyyyxx dxdywpdxdyMMM
 01
 DDn
 A
 e
 T
 e dxdywpM
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 ou
 ou ainda
 Colocando a matriz de rigidez do elemento
 e a matriz das forças nodais do elemento devido à carga
 transversal
 01
 DDn
 A
 ee
 TT
 e dxdyPpBDB
 01
 Dn
 A
 T
 e
 TT
 e dxdypPBDB
 A
 T
 e dxdyBDBK
 A
 T
 e pdxdyPQ
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 a equação fica
 Uma vez que as mudanças em {}e são independentes e
 arbitrárias esta equação pode reduzir a
 para o equilíbrio de forças nodais do elemento.
 Para a placa completa é necessário juntar todas as
 contribuições dos elementos e obtém-se
 Esta equação tem que ser válida para todos os {D}.
 01
 Dn
 A
 eee
 T
 e dxdyQK
 eee QK
 0D QKT
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 2. Matriz de Rigidez para
 Elementos do tipo Triangular
 Daqui, as equações que governam a placa completa são
 onde
 Pode ver-se que a a matriz de rigidez da placa [K] e a matriz
 das forças nodais {Q} são obtidas pela sobreposição de todas a
 matrizes de rigidez e de forças nodais do elemento,
 respectivamente.
 QK
 n
 eKK1
 n
 eQQ1
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 3. Tipos de Elementos Finitos
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 3. Tipos de Elementos Finitos
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