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Recordando...Posicoes relativas
 POSICOES RELATIVAS DE DUAS RETAS DISTINTAS: retasconcorrentes, paralelas ou reversas.
 POSICOES RELATIVAS DE RETA E PLANO: Reta e plano paralelos,reta e plano concorrentes ou a reta esta contida no plano.
 POSICOES RELATIVAS DE DOIS PLANOS DISTINTOS: planosparalelos ou planos concorrentes.
 POSICOES RELATIVAS DE TRES PLANOS DISTINTOS: Consideretres planos α, β e γ. Entao teremos uma das posicoes a seguir:1) α, β e γ sao dois a dois paralelos.2) Dois dos planos sao paralelos e o terceiro concorrente com ambos.3) α, β e γ contem a mesma reta.4) α, β e γ sao dois a dois concorrentes e as retas de intersecao saoduas a duas paralelas (e nao existe ponto comum aos tres planos).5) α, β e γ sao dois a dois concorrentes e as retas de intersecaoconcorrem em um unico ponto (comum aos tres planos).
 Monica Merkle - IM/UFRJ 2 / 11
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Recordando...O que determina um plano?
 Tres pontos nao colineares (axioma 3).
 Uma reta r e um ponto A exterior a r .
 Duas retas distintas r e s concorrentes.
 Duas retas distintas r e s paralelas.
 Monica Merkle - IM/UFRJ 3 / 11
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Recordando...Paralelismo
 Extensao do axioma das paralelas. Por um ponto fora de uma reta rexiste uma UNICA reta paralela a r .
 Transitividade do paralelismo de retas. Se as r e t sao paralelas e t es sao paralelas entao r e paralela a s.
 Criterio de paralelismo entre reta e plano. Considere um plano α euma reta r . Temos α e r paralelos se e somente se r * α e existeuma reta s ⊂ α paralela a r .
 Criterio de paralelismo de planos. Considere dois planos α e β. Se αe β sao paralelos entao α e paralelo a toda reta contida em β. Se α eparalelo a duas retas concorrentes contidas em β entao α e β saoparalelos.
 Monica Merkle - IM/UFRJ 4 / 11
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Recordando...Angulo entre retas, perpendicularismo entrereta e plano
 Dadas duas retas distintas e nao paralelas r e s, escolhemos umponto A e consideramos as retas r ′ e s ′ paralelas a r e s passando porA. Definimos o angulo entre r e s como sendo o menor anguloformado por r ′ e s ′. Se as retas sao coincidentes ou paralelas, oangulo entre as retas e igual a 0◦.
 Duas retas COPLANARES que formam angulo reto sao chamadas deretas perpendiculares.
 Duas retas NAO coplanares (reversas) que formam angulo reto saochamadas de retas ORTOGONAIS.
 Dizemos que uma reta r e perpendicular a um plano α quando eortogonal a TODA reta reta no plano.
 Criterio de perpendicularismo entre reta e plano. Considere uma retar e um plano α. A reta r e perpendicular a α se e somente se r eortogonal a um par de retas concorrentes de α.
 Monica Merkle - IM/UFRJ 5 / 11
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Recordando...Construcoes
 Dados um plano α e um ponto A /∈ α, construir o plano β paralelo aα passando por A.
 Dada uma reta r e um ponto A /∈ r , construir uma reta reversa a r epassando por A.
 Dados uma reta r e um ponto A no espaco, construir o plano α que eperpendicular a r passando por A.
 Dados um plano α e um ponto A no espaco, construir a reta r que eperpendicular a α passando por A.
 EXERCICIO. Se α e β sao planos paralelos e r e perpendicular a αentao r e perpendicular a β.
 EXERCICIO. Se r e s sao retas perpendiculares a um plano α entao re s sao paralelas.
 Monica Merkle - IM/UFRJ 6 / 11
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Distancia de um ponto a um plano e entre planos
 DEF. Dados um plano α e um ponto A /∈ α, considere a reta rperpendicular a α passando por A. Se P e a intersecao de α e r entaoP e o pe da perpendicular baixada de A a α. A distancia de A aα e o comprimento do segmento AP (compare AP com AQ, Q ∈ α).
 DEF. Dados dois planos paralelos α e β, considere um reta rperpendicular a α. Sejam {A} = α ∩ r e {B} = β ∩ r . A distanciaentre α e β e o comprimento de um segmento AB (compare ABcom AQ, Q ∈ β).
 OBS. A distancia entre planos paralelos esta bem definida, isto e,independe da escolha da reta perpendicular r .
 TEOREMA DAS TRES PERPENDICULARES.Considere um plano α,uma reta r⊥α em O, uma reta s ⊂ α, um ponto A ∈ r e um pontoB ∈ s. Temos a reta determinada por A e B perpendicular a s se esomente se a reta determinada por O e B perpendicular a s.
 Monica Merkle - IM/UFRJ 7 / 11
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Planos perpendiculares - angulo entre reta e plano
 DEF. Dois planos α e β sao perpendiculares se um deles contemuma reta perpendicular ao outro.
 CONSTRUCAO. Dados uma reta r que nao e perpendicular a umplano α existe um unico plano β que e perpendicular a α e contem r .
 DEF. Considere uma reta r que nao e perpendicular a um plano α, re α concorrentes no ponto A. A projecao ortogonal de r sobre α ea reta s = α ∩ β, onde β e o unico plano perpendicular a α quecontem r .
 EXERCICIO. Considere uma reta r que nao e perpendicular a umplano α, r e α concorrentes no ponto A. Seja s ⊂ α a projecaoortogonal de r sobre α. Considere uma outra reta t ⊂ α passandopelo ponto A. Entao o angulo entre r e s e menor que o angulo entrer e t (Dica: use a lei dos cossenos para comparar os angulos).
 DEF. Se r⊥α definimos o angulo entre r e α como 90◦. Senao, oangulo entre r e α e definido como o angulo entre r e sua projecaoortogonal sobre α.
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 EXERCICIO. Considere uma reta r que nao e perpendicular a umplano α, r e α concorrentes no ponto A. Seja s ⊂ α a projecaoortogonal de r sobre α. Considere uma outra reta t ⊂ α passandopelo ponto A. Entao o angulo entre r e s e menor que o angulo entrer e t (Dica: use a lei dos cossenos para comparar os angulos).
 DEF. Se r⊥α definimos o angulo entre r e α como 90◦. Senao, oangulo entre r e α e definido como o angulo entre r e sua projecaoortogonal sobre α.
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Perpendicular comum a duas retas reversas
 CONSTRUCAO. Dadas duas retas reversas r e s, existe um par deplanos paralelos α e β, contendo r e s, respectivamente.
 CONSTRUCAO. Dadas duas retas reversas r e s, existe uma unicareta perpendicular as retas r e s, chamada de perpendicular comumas retas r e s.
 OBS. O fato anterior nao acontece com retas paralelas.
 PROP. Se A ∈ r e B ∈ s sao os pontos de intersecao daperpendicular comum as retas reversas r e s e escolhemos outrospontos A′ ∈ r e B ′ ∈ s entao AB ≤ A′B ′. A igualdade ocorre se esomente se A = A′ e B = B ′.
 EXERCICIO. Considere A, B, C e D quatro pontos nao coplanares doespaco. Supomos que AB = CD, AC = BD e AD = BC . Prove quea perpendicular comum a reta determinada por A e B e a retadeterminada por C e D e a reta que une os pontos medios dossegmentos AB e CD.
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Lugares geometricosMotivacao: No plano, o lugar geometrico dos pontos que equidistamde dois pontos distintos A e B e a mediatriz, reta perpendicular a retadeterminada por A e B e passando pelo ponto medio do segmentoAB.Sejam A e B dois pontos distintos no espaco. O lugar geometrico dospontos que equidistam de A e B e o plano α perpendicular a retadeterminada por A e B e passando pelo ponto medio do segmentoAB. Chamamos α de plano mediador do segmento AB.Motivacao: No plano, o lugar geometrico dos pontos que equidistamde tres pontos nao colineares A, B C e o circuncentro, intersecao dasmediatrizes do triangulo ABC .Sejam A e B e C tres pontos nao colineares no espaco. O lugargeometrico dos pontos que equidistam de A, B e C e a reta rperpendicular ao plano determinado por A, B e C e passando pelocircuncentro O do triangulo ABC . Chamamos r de reta medial dotriangulo ABC .OBS. A reta medial e intersecao dos planos mediadores de seus lados.
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Lugares geometricos
 DEF. Um diedro e a regiao definida com a intersecao (nao vazia) dedois semi-planos determinados por dois planos concorrentes.
 DEF. A reta de intersecao dos planos e chamada de aresta dosdiedros. Os planos sao chamados de faces dos diedros.
 DEF. O angulo diedral ou abertura do diedro e a medida entre 0 e πdo angulo contido no primeiro quadrante do diedro e formado porduas retas s e t, contidas em planos distintos e perpendiculares a retade intersecao dos planos.
 Motivacao: No plano o lugar geometrico dos pontos equidistantes deduas semi-retas e a bissetriz.
 Sejam α e β planos concorrentes em r . O lugar geometrico dospontos equidistantes de α e β e a uniao de dois planosperpendiculares, cada um contendo a reta r e bissectando os angulosdiedrais entre α e β. Os planos sao chamados de planos bissetores.
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