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1 Elementos de logica de 1a ordem
 Os logicos contemporaneos
 1. constroem linguagens simbolicas, rigorosas e livres de ambiguidades e de con-texto, adequadas para lidar com a relacao de consequencia. As linguagenspossuem duas dimensoes relevantes:
 • a sintatica: os sımbolos da linguagem e as regras de combinacao as quaisestao sujeitos para a construcao dos termos e formulas;
 • a semantica define precisamente o significado das formulas.
 2. especificam os axiomas dentre as formulas bem formadas;
 3. especificam as regras de inferencia que independem da semantica.
 E assim temos uma LOGICA.
 Por que precisamos criar uma linguagem para formalizar as formas de raciocınio?Para evitar os paradoxos e imprecisoes da linguagem natural. Importante quando es-tudamos assuntos mais restritos, com menos complexidade, porem com maior exigenciade rigor. A seguir daremos um esboco da logica de primeira ordem, a qual tem poderexpressivo suficiente para formalizar praticamente toda a matematica.
 O que veremos a seguir sao topicos de logica de predicados de primeira ordem apre-sentados de modo nao formal.
 Definicao 1. Uma proposicao e uma sentenca que assume um de dois valores: VER-DADEIRO (V) ou FALSO (F). O valor e chamado de valor-verdade ou valor-logicoda proposicao.
 Nao e necessario sabermos se a sentenca e verdadeira ou falsa.
 Exemplos:
 1. O time joga bem.
 2. O time ganhou o campeonato.
 5
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3. O tecnico e o culpado.
 4. Os torcedores estao felizes.
 5. O Sr. Temer esta feliz.
 6. A Sra. Temer nao esta feliz.
 7. O suborno sera pago.
 8. As mercadorias sao entregues.
 9. 1 + 1 = 2.
 10. 3 > 5.
 Do ponto de vista da linguagem natural e bastante restritivo.
 Mas, estamos mais interessado nos enunciados matematicos
 11. Uma sequencia limitada e convergente
 12. 27 e um quadrado perfeito
 13. O conjunto vazio e unico
 onde sentencas interrogativas ou imperativas nao sao importantes. Nao sao pro-posicoes:
 1. x2 e positivo.
 2. x e a soma de quatro quadrados perfeitos.
 3. essa frase e falsa.
 4. va estudar discreta.
 5. hoje tem festa?
 6

Page 7
						
						

1.1 Operadores logicos:¬,∧,∨,→,↔
 Toda linguagem permite construir proposicoes mais complexas a partir de outras.
 1. Os torcedores estao felizes e o tecnico foi demitido.
 2. Samuel vira para a festa e Maximiliano nao vira, ou Samuel nao vira para afesta e Maximiliano vai se divertir.
 3. Se o time joga bem, entao o time ganha o campeonato.
 4. Se o time nao joga bem, entao o tecnico e o culpado.
 5. Se o time ganha o campeonato entao os torcedores estao felizes.
 6. O suborno sera pago se, e somente se, as mercadorias sao entregues.
 7. 27 nao e um quadrado perfeito.
 8. O conjunto vazio nao e unico.
 9. Os torcedores nao estao felizes.
 Uma proposicao que nao pode ser decomposta em proposicoes ligadas pelos conectivoslogicos “e”, “ou”, “se. . . entao”, “se, e so se” e uma proposicao atomica.
 O valor logico de uma proposicao depende do valor logico das proposicoes atomicasque a compoem, e da maneira como elas sao combinadas pelos conectivos, de acordocom as regras abaixo. Sejam A e B proposicoes
 Definicao 2. A negacao de A e a proposicao ¬(A) cujo valor-verdade eA ¬(A)V FF V
 Definicao 3. A disjuncao de A e B e a proposicao A ∨ B cujo valor-verdade eA B A ∨BV V VV F VF V VF F F
 A conjuncao e a proposicao A ∧B cujo valor-verdade e
 A B A ∧BV V VV F FF V FF F F
 7
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Definicao 4. A implicacao e a proposicao A→ B cujo valor-verdade e
 A B A→ BV V VV F FF V VF F V
 Exemplo:
 Se a lua e verde entao o sol e quadrado,
 e uma implicacao verdadeira.
 A implicacao
 • nao pressupoe relacao causa/efeito: se chove entao o rio transborda.
 • Nao deve ser entendido como equivalencia: Se nao comer a refeicao entao naoganha a sobremesa.
 A recıproca de A → B e B → A. Observe que que ha casos em que A → B temvalor logico diferente de B → A.
 A contrapositiva de A → B e ¬(B) → ¬(A). Pode-se verificar que contrapositivatem sempre o mesmo valor logico que a proposicao que a originou.
 A implicacao e um dos mais importantes conectivos da matematica, muitos teoremassao escritos na forma de implicacoes: se A (hipotese, premissa ou antecedente) everdadeira, entao B (tese, conclusao ou consequente) e verdadeira. Em portugues, aimplicacao pode ser expressa de muitas formas:
 • se A entao B.
 • quando A, temos B.
 • sempre que A, temos B.
 • B sempre que A.
 • B se A.
 8
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• A e suficiente para B.
 • A e uma mais forte que B.
 • se nao B, entao nao A.
 • se B nao vale, entao A nao vale.
 • nao A se nao B.
 • A e falsa sempre que B e falsa.
 • B e mais fraco que A.
 • B e necessario para A.
 Definicao 5. A bicondicional e a proposicao A↔ B cujo valor-verdade e
 A B A↔ BV V VV F FF V FF F V
 O conectivo logico “se e somente se” tambem pode ser expresso de varias maneiras
 • A e condicao necessaria e suficiente para B.
 • A e B sao equivalentes.
 • se A entao B, e se B entao A.
 As vezes usamos a abreviacao ”A sse B”.
 1.2 Tautologia e Contradicao
 Definicao 6. Uma tautologia e uma proposicao composta que e sempre verdadeira.Uma contradicao e uma proposicao composta que e sempre falsa.
 Por exemplo A ∨ ¬(A) e (A → B) ↔ (¬(A) ∨ B) sao tautologias e A ∧ ¬(A) e umacontradicao.
 Uma tautologia qualquer e denotada por V e uma contradicao qualquer por F.
 9
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1.3 Equivalencia logica
 Definicao 7. Duas proposicoes A e B sao logicamente equivalentes se assumem omesmo valor-verdade. A notacao e A⇔ B.
 A⇔ B e o mesmo que dizer que A↔ B e tautologia.
 Por exemplo (A→ B)⇔ (¬(A) ∨B) e (A↔ B)⇔ (A→ B) ∧ (B → A).
 Teorema 1. Sejam A,B,C proposicoes.
 1. Leis de identidadeA ∧V⇔ A (1)
 A ∨ F⇔ A (2)
 2. Leis de dominacaoA ∨V⇔ V (3)
 A ∧ F⇔ F (4)
 3. Leis de idempotenciaA ∧ A⇔ A (5)
 A ∨ A⇔ A (6)
 4. Lei da dupla negacao ¬(¬(A))⇔ A.
 5. Leis distributivas
 A ∧ (B ∨ C)⇔ (A ∧B) ∨ (A ∧ C) (7)
 A ∨ (B ∧ C)⇔ (A ∨B) ∧ (A ∨ C) (8)
 6. Leis comutativasA ∨B ⇔ B ∨ A (9)
 A ∧B ⇔ B ∧ A (10)
 10
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7. Leis de associativas
 A ∨ (B ∨ C)⇔ (A ∨B) ∨ C (11)
 A ∧ (B ∧ C)⇔ (A ∧B) ∧ C (12)
 8. Leis de De Morgan
 ¬(A ∨B)⇔ ¬(A) ∧ ¬(B) (13)
 ¬(A ∧B)⇔ ¬(A) ∨ ¬(B) (14)
 9. Contrapositiva A→ B ⇔ ¬(B)→ ¬(A).
 10. Reducao ao absurdo A→ B ⇔ (A ∧ ¬(B))→ F.
 11. Leis de absorcaoA ∨ (A ∧B)⇔ A (15)
 A ∧ (A ∨B)⇔ A (16)
 12. Leis de inversaA ∨ ¬(A)⇔ V (17)
 A ∧ ¬(A)⇔ F (18)
 Demonstracao. Exercıcio.
 Exercıcio 1. Verifique usando as leis acima que (A∨B)∧¬(¬(A)∧B) e logicamenteequivalente a A.
 Resolucao.
 (A ∨B) ∧ ¬(¬(A) ∧B) motivo
 ⇔ (A ∨B) ∧ (¬¬(A) ∨ ¬(B)) De Morgan
 ⇔ (A ∨B) ∧ (A ∨ ¬(B)) dupla negacao
 ⇔ (A ∨ (B ∧ ¬(B)) distributiva
 ⇔ (A ∨ F) inversa
 ⇔ A identidade
 Exercıcio 2. Verifique que ¬(A→ B)⇔ A ∧ ¬(B).
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1.4 Implicacao logica
 Sejam A e B proposicoes.
 Definicao 8. Dizemos que A implica logicamente B se A → B e uma tautologia eescrevemos A ⇒ B Nesse caso, dizemos tambem que B e uma consequencia logicade A.
 Mais geralmente, sejam P1, P2, . . . , Pn e Q proposicoes. Dizemos que essas pro-posicoes P1, P2, . . . , Pn implicam logicamente Q se P1 ∧ P2 ∧ · · · ∧ Pn → Q e umatautologia e escrevemos P1 ∧ P2 ∧ · · · ∧ Pn ⇒ Q
 Por exemplo, se A → B e verdadeira, sua conclusao B pode ser verdadeira ou falsa;mas se tanto a implicacao quanto a hipotese A sao verdadeiras, entao a conclusao Bdeve ser verdadeira, isto e
 A ∧ (A→ B)⇒ B.
 Notemos que se A ⇔ B entao A ↔ B e tautologia, portanto, A → B e tautologia eB → A e tautologia, ou seja A⇒ B e B ⇒ A. Reciprocamente, se A⇒ B e B ⇒ Aentao A → B e tautologia e B → A e tautologia, ou seja, A ↔ B e tautologia, logoA⇔ B.
 Exercıcio 3. Considere as proposicoes
 A e “Mane estuda”
 B e “Mane joga futebol”
 C e “Mane passa em discreta”
 Entao A→ C, ¬(B)→ A, ¬(C) implicam logicamente B.
 Teorema 2. Sejam A,B,C proposicoes arbitrarias.
 1. Lei da adicao: A⇒ A ∨B.
 2. Lei da simplificacao: A ∧B ⇒ A.
 3. Lei do modus ponens: A ∧ (A→ B)⇒ B.
 4. Lei do modus tollens: (A→ B) ∧ ¬(B)⇒ ¬(A).
 12
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5. Silogismo hipotetico: (A→ B) ∧ (B → C)⇒ A→ C.
 6. Silogismo disjuntivo: (A ∨B) ∧ ¬(A)⇒ B.
 7. Demonstracao por absurdo: A→ F⇒ ¬(A).
 Demonstracao. Exercıcio.
 No exercıcio 3
 1. A→ C premissa
 2. ¬C premissa
 3. ¬(B)→ A premissa
 4. ¬C → ¬A contrapositiva de 1
 5. ¬A Modus ponens de 2 e 4
 6. ¬(A)→ ¬(¬B) contrapositiva de 3
 7. ¬(¬B) modus ponens de 5 e 6
 8. B dupla negacao
 A partir da linha 4, cada linha e consequencia logica das linhas anteriores, portanto,B e consequencia logica das premissas.
 1.5 Predicados
 Definicao 9. Uma sentenca aberta e uma sentenca parametrizada por uma ou maisvariaveis. Uma sentenca aberta nao tem valor logico.
 Por exemplo, sao predicados
 P (x): x ≤ x2.
 Q(x, y): x ≤ y2.
 O nome “predicado” vem da analogia com a gramatica usual, onde x “faz o papel desujeito” da afirmacao. O sımbolo x recebe o nome de variavel livre do predicado P .
 13
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Pra nos, intuitivamente, cada variavel esta associada a um domınio nao-vazio de ondeempresta valores e sempre que substituirmos as variaveis de uma proposicao abertapor valores do seu domınio, obtemos uma proposicao fechada, que nao depende denenhuma variavel e que portanto pode ser tratada como uma proposicao atomica docalculo proposicional.
 Por exemplo, R(x, y) : x > y e uma proposicao verdadeira se os valores de x e y forem7 e 4 (i.e., R(4, 7) e verdadeiro), mas e falsa se os valores forem 1 e 2 (i.e., R(1, 2) efalso).
 Usaremos letras minusculas x, y, z, . . . para denotar variaveis, letras maiusculas P,Q,R, . . .para os predicados as quais sao seguidas por uma lista de variaveis entre parentesespara denotar que a proposicao aberta depende dessas variaveis. Como em Funcoes,dado um predicado P (x1, x2, . . . , xn), usamos a notacao P (v1, v2, . . . , vn) para indicara substituicao da variavel xi valor vi, para i = 1, 2, . . . , n. Supoe-se que todas asocorrencias da mesma variavel na proposicao sao substituıdas pelo mesmo valor.
 Podemos combinar predicados, da mesma maneira que nos fizemos com as pro-posicoes, usando os operadores logicos ¬,∧,∨,→,↔ para formar predicados maiscomplexos.
 A substituicao de variaveis por valores do domınio nao e a unica maneira de transfor-mar uma proposicao aberta em uma proposicao atomica. Outra maneira e a chamadaquantificacao. A quantificacao permite expressar conceitos como “Todos os elementosde D” ou “alguns elementos de D”. O primeiro e chamado quantificacao universal esegundo de quantificacao existencial.
 1.6 Quantificadores
 Definicao 10. A quantificacao universal de P (x) e a proposicao
 para todo x, P (x) tambem denotada por ∀x, P (x)
 que e verdadeira se P (x) e verdadeiro para toda instanciacao de x com valores de umdomınio D 6= ∅. Caso P (x) seja falsa para um ou mais valores atribuıdos a x entaoa proposicao para todo x ∈ D, P (x) e falsa.
 Por exemplo,para todo x ∈ Z, x < x+ 1
 14
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e verdadeira enquanto que
 para todo x ∈ N, x e primo
 e falsa pois 4 ∈ N e 4 nao e primo. Dizemos que 4 e um contraexemplo para∀x ∈ N, x e primo.
 As vezes quantificadores estao implıcitos, por exemplo, no domınio do reais a afirmacao
 se um numero e inteiro, entao e racional
 e uma proposicao implicitamente quantificada
 ∀x ∈ R, (x ∈ Z→ x ∈ Q)
 assim como sin2(x) + cos2(x) = 1 expressa
 ∀x ∈ R, sin2(x) + cos2(x) = 1.
 Se o domınio D e um conjunto finito, digamos D = {v1, v2, . . . , vn}, entao ∀x ∈D, P (x) equivale logicamente a P (v1) ∧ P (v2) ∧ · · · ∧ P (vn), i.e.,
 (∀x ∈ {v1, v2, . . . , vn}, P (x))⇔ (P (v1) ∧ P (v2) ∧ · · · ∧ P (vn)).
 Definicao 11. A quantificacao existencial da proposicao aberta P (x) e a proposicao
 existe x, P (x) tambem denotada por ∃x, P (x)
 que e verdadeira se P (x) e verdadeiro para pelo menos uma instanciacao de x comvalores de D 6= ∅. Caso P (x) seja falsa para todos os valores de D atribuıdos a xentao a proposicao para todo x ∈ D, P (x) e falsa.
 Por exemplo,existe x ∈ Z, x = x+ 1
 e falsa enquanto queexiste x ∈ N, x e primo
 e verdadeira.
 Se o domınio D e um conjunto finito, digamos D = {v1, v2, . . . , vn}, entao ∃x ∈D, P (x) equivale logicamente a P (v1) ∨ P (v2) ∨ · · · ∨ P (vn), i.e.,
 (∃x ∈ {v1, v2, . . . , vn}, P (x))⇔ (P (v1) ∨ P (v2) ∨ · · · ∨ P (vn)).
 15
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proposicao verdadeira falsapara todo x, P (x) P (a) e verdadeiro para todo
 a no domınioexiste pelo menos um a nodomınio para o qual P (a) efalso
 existe x, P (x) existe pelo menos um a nodomınio para o qual P (a) everdadeiro
 P (a) e falso para todo a nodomınio
 Defina os predicados P (x) : x ≥ 0, Q(x) : x2 ≥ 0 e R(X) : x2 > 3.
 1. para todo x ∈ R, se x ≥ 0 entao x2 ≥ 0, ou
 ∀x ∈ R(P (x)→ Q(x))
 e verdadeiro.
 2. existe x ∈ R, se x ≥ 0 entao x2 ≥ 0, ou
 ∃x ∈ R(P (x)→ Q(x))
 e verdadeiro.
 Agora∀x ∈ R(P (x)→ R(x))
 e falso e para mostrar isso basta exibirmos um contraexemplo, um valor a do domınio(a ∈ R) para o qual P (a)→ R(a) e falso, como o 0.
 Definicao 12. As proposicoes abertas P (x) e Q(x) sao logicamente equivalentes seP (a)↔ Q(a) e tautologia para todo a ∈ D, e escrevemos ∀x(P (x)⇔ Q(x)).
 Se P (a)→ Q(a) e tautologia para todo a ∈ D entao P (x) implica logicamente Q(x)e escrevemos ∀x(P (x)⇒ Q(x)).
 1.7 Distribuicao de quantificadores
 Sejam P (x) e Q(x) proposicoes abertas
 1. ∀x (P (x) ∧Q(x))⇔ (∀xP (x)) ∧ (∀xQ(x)).
 2. ∀x (P (x) ∨Q(x))⇐ (∀xP (x)) ∨ (∀xQ(x)).
 3. ∃x (P (x) ∨Q(x))⇔ (∃xP (x)) ∨ (∃xQ(x)).
 4. ∃x (P (x) ∧Q(x))⇒ (∃xP (x)) ∧ (∃xQ(x)).
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1.8 Negacao de quantificadores
 ¬(∀x, P (x)
 )⇔ ∃x, ¬(P (x)).
 ¬(∃x, P (x)
 )⇔ ∀x, ¬(P (x)).
 1.9 Multiplos quantificadores
 Se uma proposicao aberta menciona mais de uma variavel, e preciso um quantificadorpara cada variavel distinta para transforma-la numa proposicao fechada.
 Por exemplo, no domınio dos inteiros ha oito maneiras de transformar a proposicaoaberta x+ y = y + x em uma proposicao fechada:
 ∀x ∈ Z, ∀y ∈ Z(x+ y = y + x)
 ∀x ∈ Z, ∃y ∈ Z(x+ y = y + x)
 ∃x ∈ Z, ∀y ∈ Z(x+ y = y + x)
 ∃x ∈ Z, ∃y ∈ Z(x+ y = y + x)
 ∀y ∈ Z, ∀x ∈ Z(x+ y = y + x)
 ∀y ∈ Z, ∀x ∈ Z(x+ y = y + x)
 ∀y ∈ Z, ∀x ∈ Z(x+ y = y + x)
 ∀y ∈ Z, ∀x ∈ Z(x+ y = y + x)
 Em proposicoes com mais de uma variavel a ordem em que os quantificadores aparecee importante. Por exemplo, se x e y sao inteiros
 para todo x ∈ Z, existe y ∈ Z, (x+ y = 0) (19)
 nao e logicamente equivalente a
 existe y ∈ Z, para todo x ∈ Z, (x+ y = 0) (20)
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pois (19) e verdadeiro enquanto que (20) e falso. Entretanto, em alguns casos vale aequivalencia. Por exemplo, se x e y sao numeros naturais
 para todo x ∈ N, existe y ∈ N tal que x divide y (21)
 e verdadeira, assim como
 existe y ∈ N, para todo x ∈ N tal que x divide y (22)
 pois todo x ∈ N divide o 0.
 Sempre podemos trocar a ordem de dois quantificadores do mesmo tipo
 ∀x ∀y, P (x, y) ⇔ ∀y ∀x, P (x, y)
 ∃x ∃y, P (x, y) ⇔ ∃y ∃x, P (x, y)
 1.10 Regras de Inferencia e Argumentos validos
 As provas em matematica sao argumentos validos que estabelecem a verdade de sen-tencas.
 Um argumento e uma sequencia P1, P2, . . . , Pn de proposicoes, ditas premissas , queterminam com uma conclusao Q
 P1
 P2...Pn∴ Q
 O argumento e valido se, e so se, (P1 ∧ P2 ∧ · · · ∧ Pn)⇒ Q.
 Regras de inferencia sao modelos para construir argumentos validos. Por exemplo,
 Se voce tem uma senha, entao voce pode fazer logon no facebookVoce tem uma senhaPortanto, voce pode fazer logon no facebook
 e um argumento valido porque se encaixa no modelo
 18
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P → QP∴ Q
 que e um argumento valido pelo teorema 2, essa regra de inferencia e chamada ModusPonens.
 Notemos que cada caso do teorema 2 nos da uma regra de inferencia:
 1. Regra da Adicao Se P e uma premissa, podemos derivar P ∨Q
 P∴ P ∨Q
 Por exemplo, “Ele estuda muito”, portanto “Ou ele estuda muito ou e umestudante muito ruim”.
 2. Regra da Simplificacao Se P ∧Q e uma premissa, podemos derivar P
 P ∧Q∴ P
 Por exemplo, “Ele estuda muito” e “Ele e o melhor aluno da classe”, portanto“Ele e o melhor aluno da classe”.
 3. Modus Ponens
 P → QP∴ Q
 4. Modus Tollens Se P → Q e ¬Q sao duas premissas, podemos usar o ModusTollens para derivar ¬P
 P → Q¬Q∴ ¬P
 Por exemplo
 Se voce tem uma senha, entao voce pode fazer logon no facebookVoce nao pode fazer logon no facebookPortanto, voce nao tem uma senha
 19
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5. Regra do silogismo hipotetico Se P → Q e Q → R sao duas premissas,podemos usar o silogismo hipotetico para derivar P → R
 P → QQ→ R∴ P → R
 Por exemplo, “Se chover, eu nao vou para a escola” e “Se eu nao for paraa escola, nao terei que fazer a licao de casa”, portanto, “Se chover, eu naoprecisarei fazer licao de casa”.
 6. Regra do silogismo disjuntivo Se ¬P e P ∨Q sao duas premissas, podemosusar o silogismo disjuntivo para derivar Q
 P ∨Q¬P∴ Q
 Por exemplo, “O sorvete nao e de baunilha” e “O sorvete e ou sabor baunilhaou sabor chocolate”, portanto, “O sorvete e chocolate aromatizado”.
 7. Regra da contradicao Se ¬P → F entao deduzimos P
 ¬P → F∴ P
 O seguinte e um argumento valido
 ¬(P )→ QQ→ SP → R∴ ¬R→ S
 Resolucao. Vejamos
 passo proposicao justificativa1. ¬P → Q premissa2. Q→ S premissa3. P → R premissa4. ¬R→ ¬P contrapositiva de 35. ¬R→ Q Silogismo hipotetico de 4 e 15. ¬R→ S Silogismo hipotetico de 5 e 2
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Atencao
 se√
 2 > 3/2 entao 2 > 9/4√2 > 3/2
 ∴ 2 > 9/4
 e um argumento valido!!!!!!
 Regras de inferencia para quantificadores
 8. Instanciacao universal. Se para todo x, P (x) entao P (c) sempre que c e umelemento do domınio
 ∀x, P (x)∴ P (c)
 9. Generalizacao universal. Se P (c) para um elemento c arbitrario do domingoentao para todo x, P (x)
 P (c) para c arbitrario∴ ∀x, P (x)
 10. Instanciacao existencial. Se existe x, P (x) entao P (c) para algum elementoc do domınio
 ∃x, P (x)∴ P (c)
 11. Generalizacao existencial. Se P (c) para algum c especıfico, entao existe x, P (x)
 P (c) para algum c especıfico∴ ∃x, P (x)
 .
 Atencao, consideremos a proposicao aberta n2 = n
 02 = 0∴ ∀n ∈ N, n2 = n
 21
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usando a generalizacao universal para c = 0!!! nao e valido porque 0 nao e um naturalarbitrario.
 Por exemplo, o seguinte argumento e valido
 ∀x(P (x)→ Q(x))∀x(Q(x)→ R(x))∴ ∀x(P (x)→ R(x))
 Vejamos
 passo proposicao justificativa1. ∀x(P (x)→ Q(x)) premissa2. ∀x(Q(x)→ R(x)) premissa3. P (c)→ Q(c) instanciacao universal de 14. Q(c)→ R(c) instanciacao universal de 25. P (c)→ R(c) Silogismo hipotetico de 3 e 46. ∀x(P (x)→ R(x)) generalizacao universal.
 A regra da conjuncao:
 PQ∴ P ∧Q
 pode ser usada para mostrar que ∃x ∈ D, (P (x) ∧ Q(x)) ⇒ (∃x ∈ D,P (x)) ∧ (∃x ∈D,Q(x)). Vejamos
 passo proposicao justificativa1. ∃x, (P (x) ∧Q(x)) premissa2. P (c) ∧Q(c) instanciacao existencial de 13. P (c) simplificacao de 24. Q(c) simplificacao de 25. ∃x, P (x) generalizacao existencial de 36. ∃x,Q(x) generalizacao existencial de 47. (∃x, P (x)) ∧ (∃x,Q(x)) conjuncao.
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No proximo exercıcio suponha que ha um domınio associado sem se preocupar com oque de fato e tal conjunto (pode ser o conjunto de todos os animais conhecidos, porexemplo)
 Exercıcio 4 (Lewis Carrol). Verfique se o seguinte argumento e valido:
 Todos os leoes sao selvagens.Alguns leoes nao bebem cafePortanto, alguma criatura selvagem nao bebe cafe.
 Solucao. Consideremos Matata um elemento do domınio.
 passo proposicao justificativa1. ∀x, (L(x)→ S(x)) premissa2. ∃x, (L(x) ∧ ¬C(x)) premissa3. L(Matata) ∧ ¬C(Matata)) instanciacao universal de 24. L(Matata) simplificacao de 35. ¬C(Matata) simplificacao de 36. (L(Matata)→ S(Matata)) instanciacao universal de 17. S(Matata) Modus Ponens de 4 e 68. S(Matata) ∧ ¬C(Matata) conjuncao de 5 e 78. ∃x(S(x) ∧ ¬C(x)) generalizacao existencial
 Exercıcio 5 (Modus Ponens Universal). Verfique se o seguinte argumento que com-bina instanciacao universal com Modus Ponens e valido:
 ∀x(P (x)→ Q(x))P (a)∴ Q(a)
 Exercıcio 6. Verifique a validade das seguintes regras de inferencia:
 1. ResolucaoP ∨Q¬(P ) ∨R∴ Q ∨R
 2. Prova por casos
 P → QR→ QP ∨R∴ Q
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2 Tecnicas de demonstracao
 Uma demonstracao e um argumento valido que estabelece a veracidade de uma sen-tenca matematica usando hipoteses do teorema, se houver, axiomas assumidos comoverdadeiros, e teoremas previamente comprovados. Usando esses ingredientes e regrasde inferencia, a demonstracao estabelece a veracidade da afirmacao provada. Passa-mos de provas formais, como visto na secao anterior, para as informais onde mais deuma regra de inferencia pode ser usada em cada passo, os passos podem ser omitidos,e onde axiomas e regras de inferencia utilizados nao sao explicitamente mencionadas.
 Definicao 13. Um axioma (ou postulado) sao proposicoes que assumimos comoverdadeiras.
 Uma conjetura e uma proposicao que esta sendo proposta como uma sentenca verda-deira. Se posteriormente demonstrada verdadeira, torna-se um teorema, entretantopode ser falsa.
 Um teorema e uma proposicao que pode ser demonstrado ser verdadeira.
 Uma demonstracao e um argumento valido que estabelece a veracidade de um teo-rema. As proposicoes usadas em uma demonstracao incluem axiomas, hipoteses (oupremissas) se houverem, teoremas previamente comprovados, regras de inferencia,juntamente com a definicao de termos.
 Um lema e um “teorema auxiliar”, i.e., uma sentenca verdadeira que e usada nademonstracao de teoremas.
 Um proposicao e um teorema de menor importancia.
 Observacao: Lema e proposicao como definidos acima trata-se mais de uma con-vencao do que uma definicao propriamente dita. Tambem proposicao e usado em umsentido diferente do que usamos ate agora.
 Um teorema pode ter muitas demonstracoes diferentes. Quando nao sabemos se umasentenca e verdadeira, nossa primeira atitude e encontrar uma demonstracao que nosconvenca da veracidade. Para convencer outras pessoas, entretanto, devemos cuidarpara que a demonstracao seja, alem de correta, tambem simples, clara e objetiva,tanto quanto possıvel.
 Comecamos com algumas tecnicas para construir demonstracoes para implicacoes.Muitos teoremas afirmam propriedades para todos os elementos de um domınio sem
 24
 https://anotacoesdeaula.wordpress.com/2017/02/06/semana-1-elementos-de-logica-de-1a-ordem/#inferencia
 https://anotacoesdeaula.wordpress.com/2017/02/06/semana-1-elementos-de-logica-de-1a-ordem/#inferencia
 https://anotacoesdeaula.wordpress.com/2017/02/06/semana-1-elementos-de-logica-de-1a-ordem/#proposicao

Page 25
						
						

que o quantificado seja explicitamente mencionado
 1. se 3 divide n entao 9 divide n2.
 2. Se n e ımpar, entao n2 e ımpar.
 3. Se m e par e n e par, entao m+ n e par.
 Essas sentencas significam, no domınio dos numeros naturais
 1. Para todo n, se 3 divide n entao 9 divide n2.
 2. Para todo n, se n e ımpar, entao n2 e ımpar.
 3. Para todo n, para todo m, se m e par e n e par, entao m+ n e par.
 Em parte, esse comportamento e explicado pelo seguinte. Uma demonstracao para aproposicao ∀x(P (x)→ Q(x)) tem os passos:
 passo 1 considere c arbitrario do domınio de x
 passo 2 prove P (c)→ Q(c)
 passo 3 conclua, por generalizacao universal, que ∀x(P (x)→ Q(x)).
 A parte principal e a implicacao P (c)→ Q(c), todo o trabalho de demonstrar “Paratodo n, se 3 divide n entao 9 divide n2” esta concentrado na parte “se 3 divide nentao 9 divide n2” para um n arbitrario.
 Vamos ver esquemas para demonstrar uma implicacao.
 2.1 Prova direta de implicacao
 Nesse metodo, para demonstrar P → Q assumimos P verdadeiro e usamos regras deinferencia, definicoes, axiomas e equivalencias logicas para concluir que P e verda-deiro. Isso feito sabemos que P → Q e verdadeiro o que estabelece o passo 2 descritoacima.
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Por exemplo, se n e um numero natural arbitrario entao a implicacao
 se 3 divide n entao 9 divide n2 (23)
 e verdadeira.
 Definicao 14. 3 divide n se, e somente se, 3q = n para algum q ∈ N.
 Que a implicacao (23) e verdadeira:
 1) Suponha que 3 divide n (premissa)2) Se 3 divide n, entao existe q ∈ N tal que n = 3q (definicao de divide)3) Se n = 3q, entao n2 = 9q2 (propriedade aritmetica)4) Se n2 = 9q2 entao 9 divide n2 (definicao de divide)5) Se 3 divide n, entao 9 divide n2 (silogismo hipotetico com 2,3 e do resulto com 4)6) 9 divide n2 (modus ponens com 1 e 5)
 Como a variavel n acima pode assumir qualquer valor natural, ou seja, n e um ele-mento generico de N, o que provamos de fato foi
 Teorema 3. Para todo n ∈ N, se 3 divide n entao 9 divide n2.
 Teorema 4. Para todo n ∈ N, se n e ımpar, entao n2 e ımpar.
 Em geral, quando escrevemos uma demosntracao, nao enumeramos nem justificamosos passos como foi feito no exemplo acima.
 Demonstracao. Seja n um numero natural arbitrario. Vamos provar que se n e ımparentao n2 e ımpar.
 Suponha n ımpar.Se n e ımpar entao existe k ∈ N tal que n = 2k + 1.Se n = 2k + 1 entao n2 = (2k + 1)2.Se (2k + 1)2 = 2(2k2 + 2k) + 1 entao n2 = 2(2k2 + 2k) + 1.Se n2 = 2(2k2 + 2k) + 1 entao n2 e ımpar.Se n e ımpar entao n2 e ımpar.Portanto n2 e ımpar.
 Teorema 5. Para todo n ∈ N e todo m ∈ N, se m e par e n e par, entao m + n epar.
 Tambem, normalmente, pulamos passos elementares, mais faceis e os passos ubıquoscomo a conclusao atraves da generalizacao universal. Ainda, e usual usarmos a mesmavariavel do enunciado para representar o elemento arbitrario do domınio.
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Demonstracao. Sejam m e n naturais arbitrarios. Suponha que m e n sao numerospares, logo existem naturais k e ` tais que m = 2k e n = 2`. Entao, m+n = 2k+2` =2(k + `), portanto, m+ n e par.
 Exercıcio 7. Escreva uma demonstracao para: para todo x ∈ N∗ (os naturais menoso zero), para todo y ∈ N, se x divide y entao x2 divide y2.
 Solucao. Sejam n e m numeros naturais, n 6= 0.
 Suponha que n|m e que n 6= 0.
 Se n|m e n 6= 0 entao nq = m para algum q.
 Se nq = m entao n2q2 = m2.
 Portanto, n2|m2.
 Usando a regra de generalizacao universal concluımos que para todo x ∈ N∗ (osnaturais menos o zero), para todo y ∈ N, se x divide y entao x2 divide y2.
 2.2 Prova indireta de implicacao
 Nesse tipo de prova, demonstramos que uma proposicao logicamente equivalente aP → Q e verdadeira, como a contrapositiva, por exemplo.
 Prova da contrapositiva: Provamos que ¬(Q) → ¬(P ) e verdadeira donde con-cluımos que P → Q e verdadeira pela equivalencia logica da contrapositiva.Por exemplo, para um numero natural n arbitrario, a implicacao
 n2 par→ n par (24)
 e verdadeira (tente uma prova direta). Vamos provar a contrapositiva de (24)
 n impar→ n2 impar
 1. Suponha n ımpar.
 2. Se n e ımpar, entao pelo teorema 4 acima n2 e ımpar.
 3. Portanto, n2 e ımpar.
 Esse argumento e a regra Modus Ponens, assim temos (24) verdadeira.
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Teorema 6. Se a e b sao numeros inteiros positivos coprimos, entao nao saoambos par.
 Para facilitar a escrita definimos
 mdc(x, y) e o maior divisor comum dos naturais x, y
 P (x) e o predicado x e par.
 Definicao 15. a e b inteiros positivos sao coprimos se, e so se, mdc(a, b) = 1.
 Demonstracao. Sejam a e b numeros inteiros positivos arbitrarios. Vamos de-monstrar que se a e b sao coprimos entao nao sao ambos par pela contrapositiva.Vamos provar (
 P (a) e P (b))→ ¬(mdc(a, b) = 1).
 Suponha a par e b par. Entao 2 divide a e 2 divide b, portanto, mdc(a, b) ≥2.
 Um escrutınio da demostracao acima:
 passo 1 Sejam a e b numeros inteiros positivos arbitrarios.
 passo 2
 1) a e par e b e par (premissa)2) Se a e par e b e par entao 2|a e 2|b (definicao de numero par)3) se 2|a e 2|b entao mdc(a, b) ≥ 2 (definicao de mdc)4) se mdc(a, b) ≥ 2 entao mdc(a, b) 6= 1 (silogismos)5) se a e par e b e par entao mdc(a, b) 6= 1 (silogismos)6) Portanto mdc(a, b) 6= 1. (modus ponens)
 A implicacao “ se a e b sao numeros inteiros positivos coprimos, entao nao saoambos par” e verdadeira.
 passo 3 Concluindo: para todo a ∈ Z+ e todo b ∈ Z+, se a e b sao coprimos,entao nao sao ambos par.
 Prova por vacuidade: A proposicao P → Q e verdadeira porque conseguimos pro-var que P e falso. Assim, ∀x ∈ D(P (x) → Q(x)) e verdadeiro porque paranenhum elemento do domınio D o predicado P e verdadeiro.
 Por exemplo, considere o predicado P (n) : se n > 1 entao n2 > n. A sentencaP (0) e verdadeira por vacuidade.
 Agora, para Q(n) : se n+ 1n< 2 entao n2 + 1
 n
 2< 2. A sentenca ∀n ∈ Z+, Q(n)
 e verdadeira por vacuidade.
 Teorema 7. Para todo x ∈ R, se x2 + 1 < 0 entao x5 ≥ 4.
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Demonstracao. Seja x um real arbitrario. Sabemos que x2 ≥ 0, logo x2 +1 > 0.Portanto, se x2 + 1 < 0 entao x5 ≥ 4 por vacuidade.
 Notemos que a contrapositiva do teorema acima afirma que se x5 < 4 entaox2 + 1 ≥ 0. Como a conclusao e sempre verdadeira a implicacao tambem sera,isto e,
 se x5 < 4 entao x2 + 1 ≥ 0
 e verdadeiro porque x2 + 1 ≥ 0 e verdadeiro. Esse argumento para umamplicacao e chamado de prova trivial.
 Teorema 8. Para qualquer conjunto A, ∅ ⊆ A.
 Demonstracao. Dado o conjunto A, ∅ ⊆ A se, e so se, para todo x
 x /∈ A→ x /∈ ∅
 que vale trivialmente.
 Prova por contradicao: Numa demonstracao por contradicao assumimos que anegacao da proposicao a ser provada e verdadeira e derivamos disso uma con-tradicao , ou seja, uma proposicao falsa. O argumento e valido pela regra dainferencia da contradicao que diz que da premissa ¬(R)→ F concluımos R.
 No caso em que R e da forma P → Q, na demonstracao por contradicao pro-vamos que ¬(P → Q) → F e verdadeiro, porem ¬(P → Q) e logicamenteequivalente a P ∧ ¬(Q) assim a sentenca a ser provada verdadeira e
 P ∧ ¬(Q)→ F
 Vamos provar por contradicao o terorema 6: ∀a ∈ N, ∀b ∈ N,((mdc(a, b) =
 1)→ ¬(P (a) ∧ P (b))).
 Demonstracao 1. Sejam a e b numeros naturais arbitrarios. Vamos demonstrar(mdc(a, b) = 1
 )∧ ¬(¬(P (a) ∧ P (b))
 )→ F.
 ou, pela dupla negacao,(mdc(a, b) = 1
 )∧(P (a) ∧ P (b)
 )→ F.
 1) mdc(a, b) = 1. (premissa)2) P (a) ∧ P (b). (premissa)3) Se P (a) ∧ P (b) entao mdc(a, b) ≥ 2. (da definicao de mdc)4) mdc(a, b) ≥ 2. (modus ponens)5) mdc(a, b) = 1 ∧mdc(a, b) ≥ 2 (conjuncao de 1 e 4)
 A linha 5 e uma contradicao.
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A demonstracao foi escrita acima de maneira pouco ortodoxa para salientar ospassos dedutivos. Abaixo escrevemos uma outra demonstracao que, provavel-mente, esta mais proxima do modo que se apresenta em textos matematicos.
 Demonstracao 2. Sejam a e b dois numeros naturais quaisquer. Suponhamosque a e b seja coprimos, isto e, mdc(a, b) = 1.
 Se a e par e b e par entao mdc(a, b) ≥ 2, uma contradicao. Portanto, a e b naosao ambos numeros pares.
 2.3 Prova de equivalencias
 Para demonstrar uma sentenca da forma P ↔ Q usamos que (P ↔ Q) ⇔ (P ←Q) ∧ (P → Q) e, de fato provamos P → Q e a sua recıproca Q → P . Cadauma dessas duas implicacoes pode ser demonstrada com alguma das tecnicas parademonstrar uma implicacao.
 Teorema 9. Para todo n ∈ N , n e ımpar se, e somente se, n2 e ımpar.
 Demonstracao. Seja n ∈ N arbitrario. Vamos provar que n2 ımpar ↔ n ımpar.
 n2 ımpar → n ımpar : Essa implicacao pode ser provada na contrapositiva: n par→ n2 par. Suponha n par. Se n e par entao n = 2k para algum k ∈ N. Sen = 2k entao n2 = 4k2. Se n2 = 4k2 entao n2 e par.
 n ımpar → n2 ımpar : Essa implicacao e o teorema 4.
 Portanto a equivalencia e verdadeira.
 2.4 Mais provas por contradicao
 Os proximos exemplos sao de demonstracoes por contradicao mas os enunciados naoenvolvem implicacao.
 Teorema 10. Para todo d ∈ N e e ∈ N
 mdc
 (d
 mdc(d, e),
 e
 mdc(d, e)
 )= 1.
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Demonstracao. Sejam d e e numeros naturais arbitrarios e faca m = mdc(d, e). Va-mos provar
 mdc
 (d
 m,e
 m
 )> 1→ F.
 Suponha mdc( dm, em
 ) = k.Suponha k > 1.Se mdc( d
 m, em
 ) = k entao k divide dm
 e k divide em
 .Se k divide d
 me k divide e
 m, entao k ·m divide d e k ·m divide e.
 Portanto, k ·m divide d e k ·m divide e.Se k > 1 entao k ·m > m.Portanto k ·m > m.k ·m divide d, k ·m divide e e k ·m > m e uma contradicao pois m = mdc(d, e).
 Corolario 11. Todo numero racional pode ser escrito como ab
 com a e b coprimos.
 Demonstracao. Seja q um racional arbitrario. Por definicao, existem inteiros d e etais que q = d
 e.
 Faca a = dmdc(d,e)
 e b = emdc(d,e)
 que temos, pelo teorema anterior, mdc(a, b) = 1.
 Claramente q = ab
 = de.
 Teorema 12.√
 2 e irracional.
 Demonstracao. Vamos provar que√
 2 e irracional por contradicao, isto e a, vamosprovar que √
 2 ∈ Q→ F.
 Suponha que√
 2 ∈ Q.Se√
 2 ∈ Q entao existem naturais positivos e coprimos a e b tais que√
 2 = ab.
 Se√
 2 = ab
 entao 2 = a2/b2.Se 2 = a2/b2 entao a2 = 2b2.Se a2 = 2b2 entao a2 e par.Se a2 e par entao a e par (contrapositiva do teorema 4).Se a e par entao existe k ∈ N, a = 2k.Se a = 2k entao 2b2 = 4k2.Se 2b2 = 4k2 entao b2 = 2k2.Se b2 = 2k2 entao b2 e par.Se b2 e par entao b e par.
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Se a e par e b e par, entao mdc(a, b) ≥ 2, que e uma contradicao.
 Exercıcio 8. Prove que nao ha uma quantidade finita de numeros primos.
 2.5 Prova por casos
 O argumento e baseado na equivalencia logica
 ((P1 ∨ P2 ∨ · · · ∨ Pn)→ Q)⇔ ((P1 → Q) ∧ (P2 → Q) ∧ · · · ∧ (Pn → Q))
 as implicacoes Pi → Q sao os casos. Essa equivalencia justifica o argumento valido
 P1 → QP2 → Q...Pn → QP1 ∨ P2 ∨ · · · ∨ Pn∴ Q
 Por exemplo, podemos demonstrar em 3 casos que: para todo inteiro n, n2 ≥ n.
 1. Caso n = 0: se n = 0 entao n2 ≥ n.
 De fato, se n = 0 entao n2 = 02 = 0 = n.
 2. Caso n ≥ 1: se n ≥ 1 entao n2 ≥ n.
 De fato, multiplicando os dois lados da desigualdade por n, n2 ≥ n.
 3. Caso n ≤ −1: se n ≤ 1 entao n2 ≥ n.
 De fato, como n2 ≥ 0 e 0 ≥ n, pois n e negativo, entao n2 ≥ n.
 portanto a proposicao e verdadeira.
 Teorema 13. Para todo n ∈ Z, n2 + 3n+ 5 e ımpar.
 Demonstracao. Seja n um inteiro arbitrario. Entao n e divisıvel por 2 ou n nao edivisıvel por 2.
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Se n e divisıvel por 2 entao n = 2k para algum inteiro k e
 (2k)2 + 3(2k) + 5 = 2(2k2 + 3k + 2) + 1
 que e ımpar
 Se n nao e divisıvel por 2 entao n = 2k + 1 para algum inteiro k e
 (2k + 1)2 + 3(2k + 1) + 5 = 2(2k2 + 5k + 4) + 1.
 Teorema 14. Para todo n ∈ Z, se 1 ≤ n ≤ 40 entao n2 − n+ 41 e primo.
 Demonstracao. Defina f(n) = n2 − n+ 41.
 f(1) = 41 e primo, f(2) = 43 e primo, f(3) = 47 e primo, f(4) = 53 e primo,f(5) = 61 e primo, f(6) = 71 e primo, f(7) = 83 e primo, f(8) = 97 e primo,f(9) = 113 e primo, f(10) = 131 e primo, f(11) = 151 e primo, f(12) = 173 e primo,f(13) = 197 e primo, f(14) = 223 e primo, f(15) = 251 e primo, f(16) = 281 e primo,f(17) = 313 e primo, f(18) = 347 e primo, f(19) = 383 e primo, f(20) = 421 e primo,f(21) = 461 e primo, f(22) = 503 e primo, f(23) = 547 e primo, f(24) = 593 e primo,f(25) = 641 e primo, f(26) = 691 e primo, f(27) = 743 e primo, f(28) = 797 eprimo, f(29) = 853 e primo, f(30) = 911 e primo, f(31) = 971 e primo, f(32) = 1033e primo, f(33) = 1097 e primo, f(34) = 1163 e primo, f(35) = 1231 e primo,f(36) = 1301 e primo, f(37) = 1373 e primo, f(38) = 1447 e primo, f(39) = 1523 eprimo, f(40) = 1601 e primo.
 E possıvel conferir a lista dos 1000 primeiros numeros primos aqui.
 Exercıcio 9. Para quaisquer a ∈ R e b ∈ R∗,∣∣∣ab
 ∣∣∣ =|a||b|.
 2.6 Provas existenciais
 Para demonstrar uma proposicao da forma existe x, P (x), usualmente, adotamos asseguintes estrategias
 Prova construtiva: exibimos um elemento c do universo tal que P (c) seja verdade,ou
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Prova nao-construtiva: ou inferimos indiretamente a existencia desse objeto quetorna P verdadeira, por exemplo, atraves de uma prova por contradicao: assu-mimos que tal objeto nao existe e derivamos uma contradicao.
 Teorema 15. Existe um inteiro positivo n que pode ser escrito como a soma de doiscubos de duas maneiras diferentes.
 Demonstracao (construtiva). Faca n = 1729 e verifique que 1729 = 103 + 93 = 123 +13.
 Teorema 16. Existem x, y irracionais tais que xy ∈ Q.
 Demonstracao (nao-construtiva). Vimos que√
 2 e irracional.
 Se√
 2√2
 e racional entao faca x = x =√
 2.
 Se√
 2√2
 e irracional entao faca x =√
 2√2
 e y =√
 2 e temos
 xy =√
 2√2
 √2
 =√
 22
 = 2
 que e racional.
 Na demonstracao acima usamos a regra de inferencia de prova por casos.
 Teorema 17. Existem subconjuntos de inteiros A ⊂ Z e B ⊂ Z tais que A ∩ B = ∅e A ∪B = Z e, ainda, A e B sao infinitos.
 Demonstracao (construtiva). Defina A = {2k : k ∈ Z} e B = {2k + 1: k ∈ Z}.Nenhum desses conjuntos e finito (de uma prova por contradicao) e definem umaparticao dos inteiros (prove).
 Teorema 18. Se y ∈ Q entao existe x ∈ Z tal que y < x.
 Esse enunciado esta (implicitamente) dizendo que
 para todo y ∈ Q, existe x ∈ Z, y < x.
 Entao, consideramos um racional arbitrario q e provamos a sentenca existencialexiste x ∈ Z, q < x.
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Demonstracao (construtiva). Seja pq
 um racional arbitrario. Vamos exibir um inteiron tal que p
 q< n.
 Faca n = |p|+ 1 e verifique que pq≤ |p
 q| e |p
 q| < |p|+ 1.
 Teorema 19. O polinomio p(x) = x3 + x− 1 tem exatamente uma raiz real.
 Demonstracao (nao-construtiva). Pelo Teorema do Valor Intermediario, para todob ∈ [p(0), p(1)], existe a ∈ [0, 1] tal que p(a) = b.
 Como p(0) = −1 e p(1) = 1 temos 0 ∈ [p(0), p(1)] assim fazendo b = 0 concluımosque existe a ∈ [0, 1] tal que p(a) = 0.
 Provamos que o polinomio p(x) = x3 + x − 1 tem uma raiz real usando o Teoremado Valor Intermediario. Agora, usando contradicao e o Teorema Valor Medio vamosprovar que a raiz e unica.
 Suponha que p(x) tem duas raızes e vamos deduzir uma contradicao. Sejam r1 e r2raızes distintas de p(x), de modo que r1 < r2. Como p(x) e contınua em [r1, r2] ederivavel em (r1, r2) entao podemos usar o teorema do valor medio para concluir queexiste um ponto c ∈ [r1, r2] tal que
 p′(c) =p(r2)− p(r1)r2 − r1
 mas p(r2) − p(r1) = 0, portanto p′(c) = 0 que e uma contradicao pois o p′(x) =3x2 + 1 > 0 qualquer que seja x.
 Exercıcio 10. Prove que para qualquer natural n > 1, existe uma sequencia formadapor n numeros naturais consecutivos tal que nenhum deles e primo.
 Solucao. Seja n um natural maior que 1 qualquer. A sequencia (n + 1)! + 2, (n +1)! + 3, . . . , (n+ 1)! + (n+ 1) e formada por n numeros naturais consecutivos. Ainda,(n+ 1)! + j e divisıvel por j sempre que j ∈ {2, 3, . . . , n+ 1}.
 Exercıcio 11. Prove que no domınio dos numeros reais a seguinte sentenca e verda-deira:
 ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ R,(|x− 3| < δ →
 ∣∣∣∣2x2 − 5x− 3
 x− 3
 ∣∣∣∣ < ε
 ).
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3 O Princıpio de Inducao e provas por inducao
 3.1 Princıpio da Boa Ordem (PBO)
 Definicao 16. O natural m e menor elemento de um conjunto A ⊂ N nao vazio se,e so se,
 (1) m ∈ A e
 (2) ∀x ∈ A, a ≤ x.
 Princıpio da Boa Ordem: Todo A ⊂ N nao-vazio tem um menor elemento.
 Esse fenomeno nao ocorre nos conjuntos numericos como Q e R. Por exemplo ointervalo (0, 1] em R nao tem menor elemento, enquanto que [0, 1] em R tem menorelemento. Essa e uma das propriedades que caracterizam os numeros naturais, todosubconjunto tem menor elemento.
 Esse princıpio pode ser usado em demonstracoes, usualmente provas por contradicao:supomos que um A formado por contra-exemplos do que se quer provar e nao vazioe derivamos uma contradicao, concluindo que A e vazio.
 Teorema 20. Qualquer postagem que custe pelo menos oito reais pode ser feita comselos de 3 e 5 reais.
 Demonstracao. Vamos chamar n ∈ N de postal se n + 8 pode ser um valor obtidoa partir de selos de 3 e 5 reais. Por exemplo 0 e postal pois 8 = 3 + 5, tambem 1 epostal pois 9 = 3 · 3 + 0 · 5 e 2 e postal pois 10 = 0 · 3 + 2 · 5.
 O teorema afirma que para todo n ∈ N, n e postal. Suponha que a afirmacao doteorema e falsa. Seja A ⊆ N o subconjunto dos naturais nao-postais. Por hipoteseA 6= ∅, portanto tem um menor elemento m. Pelas consideracoes acima sabemos quem ≥ 3.
 Se m ≥ 3 entao m−3 ∈ N e e postal, existem naturais x e y tais que m−3 = x·3+y ·5.
 Se m− 3 = x · 3 + y · 5 entao m = (x+ 1) · 3 + y · 5, uma contradicao.
 Exercıcio 12. Prove usando o PBO. Para todo inteiro n ≥ 5, existem naturais a eb tais que n = 2a+ 5b.
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(Solucao)
 Teorema 21. Nao existe um numero natural entre 0 e 1.
 Demonstracao. Suponha que a afirmacao do teorema e falsa e seja A o conjunto dosnaturais entre 0 e 1. Por hipotese A 6= ∅ logo tem um menor elemento m, 0 < m < 1.
 Se m < 1 entao m2 < m, uma contradicao pois m2 ∈ N. Portanto, A = ∅.
 Teorema 22. Todo numero natural tem um divisor primo.
 Demonstracao. A prova dessa afirmacao e por contradicao, suponha que nao e todonatural que admite um divisor primo e seja A o subconjunto desses naturais. Porhipotese A 6= ∅, portanto tem um menor elemento m.
 Se m ∈ A entao m nao e primo, logo m = a · b com 1 < a, b < m. Todo divisor primode a (e de b) divide m, portanto a ∈ A, uma contradicao (a e menor que o menorelemento de A).
 Exercıcio 13. A ⊆ N e dito limitado superiormente se existir um natural n tal que
 ∀x ∈ A, x ≤ n
 e se n com a propriedade acima pertence a A ele e dito maior elemento de A.
 Mostre que se A e limitado superiormente e nao vazio entao admite maior elemento.
 3.2 Princıpios de inducao
 Teorema 23 (Princıpio da Inducao finita (PIF)). Seja X ⊆ N tal que
 1. 0 ∈ X
 2. para todo k ∈ N, k ∈ X → k + 1 ∈ X.
 Entao X = N.
 Demonstracao. Seja X um subconjunto dos naturais que satisfaz as hipoteses doteorema. Suponha que a conclusao do teorema seja falsa, ou seja, suponha que
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X $ N. Entao A = N −X e nao vazio e, pelo PBO, tomamos m o menor elementode A.
 De 0 ∈ X temos m ≥ 1, portanto m − 1 e natural. Pela minimalidade de m temosque m − 1 ∈ X. Pela hipotese 2 do teorema, se m − 1 ∈ X entao m ∈ X. Portantom ∈ X, uma contradicao.
 Corolario 24 (Princıpio da Inducao finita (PIF)). Seja P (n) um predicado denumeros naturais. Se
 1. P (0) e verdadeiro, e
 2. para todo k ≥ 0, P (k) implica P (k + 1) e verdadeiro,
 entao P (n) e verdadeiro para todo natural n.
 Demonstracao. Seja P um predicado com as hipoteses dadas. Faca X = {k ∈ N :P (k)} e temos, da hipotese 1 que 0 ∈ X e da hipotese 2, se k ∈ X entao k + 1 ∈ X.Assim, estamos nas hipoteses do teorema 23 e podemos concluir que X = N, ou seja,P (n) e verdadeiro para todo natural n.
 Corolario 25 (Princıpio da Inducao finita generalizado (PIFg)). Sejam P (n)um predicado de numeros naturais e a ∈ N. Se
 1. P (a) e verdadeiro, e
 2. para todo k ≥ a, P (k) implica P (k + 1) e verdadeiro,
 entao P (n) e verdadeiro para todo natural n ≥ a.
 Demonstracao. Como na demonstracao anterior, agora faca X = {k ∈ N : P (k + a)}e temos pelo teorema 23 que X = N. Se P (n+a) e verdadeiro para todo n ≥ 0 entaoP (n) e verdadeiro para todo n ≥ a.
 Teorema 26 (Princıpio da Inducao finita completo (PIFc)). Seja X ⊆ N talque
 1. 0 ∈ X
 2. para todo k ∈ N, {0, 1, . . . , k} ⊂ X → k + 1 ∈ X.
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Entao X = N.
 Demonstracao. Seja X ⊆ N que satisfaz as hipoteses do teorema.
 Defina o conjunto Y = {n ∈ N : {0, 1, . . . , n} ⊆ X}.
 Entao 0 ∈ Y pela condicao 1 da hipotese do teorema.
 Considere um natural arbitrario k e suponha que k ∈ Y . Se k ∈ Y entao k+1 ∈ Y pelacondicao 2 da hipotese do teorema. Portanto, para todo k ∈ N, k ∈ Y → k + 1 ∈ Y .
 Pelo PIF, Y = N portanto X = N.
 Corolario 27 (Princıpio da Inducao finita completo (PIFc)). Seja P (n) umpredicado de numeros naturais. Se
 1. P (0) e verdadeiro, e
 2. para todo k ≥ 0, P (0) e P (1) e . . . e P (k) implica P (k + 1) e verdadeiro,
 entao P (n) e verdadeiro para todo natural n ≥ 0.
 Demonstracao. Exercıcio.
 Corolario 28 (Princıpio da Inducao finita completo generalizado (PIFcg)).Sejam P (n) um predicado de numeros naturais e a ∈ N. Se
 1. P (a) e verdadeiro, e
 2. para todo k ≥ a, P (a) e P (a+ 1) e . . . e P (k) implica P (k + 1) e verdadeiro,
 entao P (n) e verdadeiro para todo natural n ≥ a.
 Demonstracao. Exercıcio.
 Exercıcio 14. Seja ai uma sequencia (estritamente) crescente de numeros naturais.Verifique o seguinte Princıpio de Inducao Finita: Se P (n) e um predicado a respeitode n ∈ N de modo que
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1. P (ai) e verdadeiro para todo i ∈ N e
 2. P (j) verdadeiro implica P (j − 1) verdadeiro, para todo j > a1
 entao P (n) e verdadeiro para todo n ≥ a1.
 Dissemos acima que o PBO e um dos princıpios que caracterizam os numero naturais.De fato PBO e equivalente ao PIF e o PIF e que e normalmente usado como um dosAxiomas de Peano que caracterizam os Numeros Naturais.
 3.3 Equivalencia
 Notemos que acima deduzimos PIFc de PIF e PIF de PBO. Esses princıpios sao, defato, equivalentes, logo se assumimos qualquer um deles o outro pode ser provado.Para provar a equivalencia vamos provar que PBO segue de PIFc e teremos
 PBO⇒ PIF⇒ PIFc⇒ PBO
 Demonstracao de PIFc ⇒ PBO. Seja A ⊂ N nao vazio. Vamos provar que A tem ummenor elemento. A prova e por contradicao, suponha que A nao tem menor elemento.
 DefinimosX := {n ∈ N : n 6∈ A}
 e vamos provar que: (i) 0 ∈ X, e (ii) para todo k ∈ N, se {0, . . . , k} ⊂ X entaok + 1 ∈ X.
 Se 0 6∈ X entao 0 ∈ A, portanto 0 e o menor elemento de A, contradicao. Com issoprovamos que 0 ∈ X.
 Seja k ≥ 0 arbitrario e suponha {0, . . . , k} ⊂ X. Se k + 1 6∈ X entao k + 1 ∈A, portanto k + 1 e o menor elemento de A, ja que {0, . . . , k} ⊂ X, contradicao.Portanto k + 1 6∈ X e, generalizando universalmente, provamos para todo k ∈ N, se{0, . . . , k} ⊂ X entao k + 1 ∈ X.
 Com (i) e (ii) podemos usar o PIFc para concluir que X = N, ou seja A = ∅, umacontradicao. Portanto, A tem menor elemento.
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3.4 Provas por inducao
 Inducao matematica tambem e uma tecnica de prova para proposicoes da formapara todo n ≥ a, P (n). Numa prova por inducao provamos P (a) (isto e, verificamosque a instanciacao da variavel com a resulta numa sentenca verdadeira) que e dito abase da inducao e provamos ∀n ≥ a
 (P (n) → P (n + 1)
 )(usando as estrategias que
 ja aprendemos para isso) que e dito o passo da inducao.
 Exemplo: Para todo n ∈ N,∑n
 i=0 i = n(n+ 1)/2.
 base:∑0
 i=0 i = 0(0 + 1)/2
 passo: Seja k ≥ 0 um natural arbitrario e suponha que∑k
 i=0 i = k(k + 1)/2. Preci-
 samos mostrar que∑k+1
 i=0 i = (k + 1)(k + 2)/2.
 Exemplo: Para todo n ≥ 5, 2n > n2.
 base: 25 > 52.
 passo: Seja k ≥ 5 um natural arbitrario e suponha que 2k > k2. Precisamos mostrarque 2k+1 > (k + 1)2.
 A base e importante, sem ela poderıamos pensar que sabemos provar
 n(n+ 1) e ımpar para todo n ≥ 1
 que obviamente nao vale, pois conseguimos provar a implicacao do passo da inducaopara essa sentenca. Vamos provar que
 para todo n ≥ 1, n(n+ 1) ımpar → (n+ 1)(n+ 2) ımpar.
 Seja n > 1 um natural e suponha que n(n+ 1) e ımpar. Entao
 (t+ 1)(t+ 2) = (t+ 1)t+ (t+ 1)2
 que e da forma ımpar + par, portanto ımpar.
 O passo e importante, uma prova descuidada pode por tudo a perder. Por exemplo,seja P (t) a sentenca
 para todo a ∈ N, para todo b ∈ N, (max{a, b} = t→ a = b).
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Se max{a, b} = 0 entao a = b = 0, portanto a base e verdadeira.
 Seja t ∈ N, suponha que
 para todo a, para todo b, (max{a, b} = t− 1→ a = b)
 e vamos provar que para todo a, para todo b, (max{a, b} = t→ a = b).
 Se max{a, b} = t entao max{a − 1, b − 1} = t − 1, portanto pela hipotese acimaa− 1 = b− 1, logo a = b.
 Claramente, P (t) e falso (determine um contraexemplo).
 Qual e o problema da demonstracao? (Solucao)
 Exemplo: Para todo natural n ≥ 2, n e primo ou pode ser escrito como produto deprimos.
 Numa tentativa de prova usando o corolario 24 temos:
 —a base e facil, n = 2 e primo;—no passo temos que provar que se n e primo ou produto de primos entao n + 1 eprimo ou produto de primos. Se n+ 1 e primo a implicacao e verdadeira (vacuidade),se n + 1 e composto entao, por definicao de numero composto n + 1 = ab onde1 ≤ a, b ≤ n sao numeros naturais. Se soubessemos que a e b sao primos ou produtosde primos entao n + 1 seria produto de primos, mas so o que sabemos e que n eproduto de primos.
 Esse problema pode ser contornado com o corolario 27. Se a hipotese vale para todok ≤ n entao a e produto de primos, b e produto de primos, portanto a · b e produtode primos:
 Seja P (n) a sentenca n e primo ou pode ser escrito como produto de primos.
 base: 2 e primo, portanto P (2).
 passo: Seja k ≥ 2 um natural arbitrario e suponha
 P (2) ∧ P (3) ∧ · · · ∧ P (k) (25)
 Precisamos provar P (k + 1). Em dois casos: (i) se k + 1 e primo entao P (k + 1).(ii) se k + 1 nao e primo entao k + 1 = ab com 2 ≤ a, b ≤ k. Pela hipotese (25)valem P (a) e P (b) portanto ab e um produto de primos, portanto P (k + 1). PeloPIFc, P (n) para todo n ≥ 2.
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Exemplo: Se em 2n moedas 1 e falsa, mais leve, entao e possıvel descobrir a moedafalsa em n pesagens numa balanca de 2 pratos.
 Demonstracao. Se n = 0 entao a afirmacao vale trivialmente, a unica moeda e a falsa.
 Seja k ≥ 0 um natural arbitrario e suponha que para 2j moedas sabemos encontrar amais leve usando j pesagens, sempre que j ≥ 0 e j ≤ k. Consideremos um conjuntocom 2k+1 moedas e dividimos as moedas em duas partes iguais de 2k moedas. Com-paramos essas metades usando 1 pesagem e na metade mais leve achamos a moedafalsa com k pesagens, totalizando k + 1 pesagens.
 Portanto, pelo PIFc, se em 2n moedas 1 e mais leve, entao e possıvel descobrir amoeda leve em n pesagens, para qualquer n ≥ 0.
 Outro exemplo de prova errada: Seja P (n) a sentenca: para todo n ∈ N, 6n = 0.
 Demonstracao. Vamos provar P (n) por inducao.
 P (0) e verdadeiro. Seja n um natural arbitrario e vamos provar que para todo n,P (0) ∧ P (1) ∧ · · · ∧ P (n)⇒ P (n+ 1). Suponhamos P (0) ∧ P (1) ∧ · · · ∧ P (n). Entao
 6(n+ 1) = 6 · n+ 6 · 1 = 0 + 0 = 0
 pois de P (n) temos 6n = 0 e de P (1) temos 6 · 1 = 0; qual e o erro?
 Teorema 29 (Princıpio da casa dos pombos). Se em n caixas (n ≥ 1) distri-buirmos mais de n objetos, entao alguma caixa contera mais de um objeto.
 Demonstracao. Provaremos usando inducao no numero de caixas n.
 Se n = 1 a afirmacao e verdadeira pois, se ha mais de um objeto, essa caixa tera maisde um objeto.
 Seja k ≥ 1 arbitrario e suponha que se distribuirmos mais de k objetos em k caixas,entao alguma caixa contera mais de um objeto.
 Se m > k + 1 objetos sao distribuıdos em k + 1 caixas escolhemos uma das caixas.Se essa caixa escolhida tem mais de de um objeto, a afirmacao esta provada. Senao,na caixa escolhida ha no maximo um objeto. Isso significa que os pelo menos m− 1objetos restantes foram distribuıdos nas outras k caixas, mas m − 1 > k, portantopor hipotese alguma caixa contera mais de um objeto.
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Exercıcio 15. Sejam A1, A2, . . . , An conjuntos e n ≥ 2. Suponha que para doisconjuntos quaisquer Ai e Aj vale que Ai ⊆ Aj ou Aj ⊆ Ai. Prove, por inducao, umdesses conjuntos e subconjunto de todos eles.
 3.5 Definicoes recursivas
 Definicao 17. Quando a inducao e usada para definir objetos chamamos de definicaorecursiva .
 Conhecemos varios exemplos de definicao recursiva
 1. o fatorial: 0! = 1 e para todo n > 0, n! = n · (n− 1)!;
 2. o somatorio:∑0
 i=0 xi = x0 e e para todo n ≥ 0,∑n+1
 i=0 xi = (n+ 1) +∑n
 i=0 xi;
 3. exponencial: a0 = 1 e e para todo n > 0, an = an−1 · a;
 4. sequencia de Fibonacci: F0 = 0, F1 = 1 e Fn = Fn−1 + Fn−1 para todo n ≥ 2.
 Definimos qualquer funcao com domınio N recursivamente em duas etapas: na baseespecificamos o valor da funcao 0 e no passo damos uma regra para encontrar seuvalor em um inteiro n em funcao de seus valores no inteiros menores que n. Taldefinicao e chamada de definicao recursiva ou indutiva.
 Definicao 18. Uma funcao f : N→ R e o mesmo que uma sequencia a0, a1, . . . comf(i) = ai. Uma recorrencia e uma sequencia definida recursivamente.
 As funcoes definidas recursivamente estao bem definidas. Isso significa que dadoqualquer n podemos usar as duas partes da definicao para encontrar o valor da funcaono ponto n de forma inequıvoca.
 Exercıcio 16. Use inducao matematica para provar que uma funcao F definida pelaespecificacao de F (0) e uma regra para obtencao de F (n + 1) a partir de F (n) estabem definida.
 Exercıcio 17. Use inducao para provar que uma funcao F definida especificandoF (0) e uma regra para obter F (n + 1) dos valores F (k) para k = 0, 1, 2, . . . , n estabem definida.
 44

Page 45
						
						

Exemplo: uma progressao aritmetica que comeca em a ∈ R e tem razao r ∈ R euma sequencia a0, a1, . . . tal que
 a0 = a
 an+1 = an + r para todo n ≥ 0.
 Podemos provar por inducao que para todo n, an = nr + a. De fato, a base (n = 0)e verdadeira, a0 = 0r + a = a portanto confere com a definicao. Seja k um naturalarbitrario e suponha que ak = kr + a. Vamos provar que ak+1 = (k + 1)r + a.
 ak+1 = ak + r por definicao e ak = kr+a por hipotese. Portanto, ak+1 = (k+ 1)r+a.Portanto, pelo PIF, para todo n, an = nr + a.
 Exercıcio 18. Uma progressao geometrica e uma sequencia definida pela recorrenciax0 = a e xn = xn−1 · r para todo n > 0 onde a e r sao valores reais, chamados determo inicial e razao da progressao. Prove usando inducao que o termo geral de umaprogressao geometrica e xn = arn para todo n ≥ 0.
 Teorema 30. Defina X ⊂ N por
 1. 1 ∈ X
 2. para todo a ∈ X, a+ 2 ∈ X.
 Entao X e o subconjunto dos naturais ımpares.
 Demonstracao. Para provar que X = {2n + 1 : n ∈ N} provaremos duas inclusoesX ⊆ {2n+ 1 : n ∈ N} e {2n+ 1 : n ∈ N} ⊆ X.
 Para provar que X ⊆ {2n + 1 : n ∈ N}, suponha existir um elemento de X que naoesta em {2n+ 1 : n ∈ N}. Seja m o menor deles, certamente m > 1. De m > 1 temosm − 2 ∈ N e da definicao m − 2 ∈ X. De m mınimo, m − 2 ∈ {2n + 1 : n ∈ N},portanto m = 2(k + 1) + 1, contradicao.
 Para provar que {2n + 1 : n ∈ N} ⊆ X vamos usar inducao para provar que paratodo n, 2n+ 1 ∈ X. A base: 2 · 0 + 1 = 1 ∈ X. Seja k ∈ N arbitrario e suponha que2k+ 1 ∈ X e verdadeiro. Entao 2k+ 1 + 2 ∈ X, pela hipotese 2 do teorema, ou seja,2(k + 1) + 1 ∈ X. Pelo PIF temos 2n+ 1 ∈ X para todo n.
 Exercıcio 19. Suponha que um casal de urubus comeca a dar crias com dois anosde idade, e produz 6 crias (tres casais) de urubuzinhos a cada ano. Suponha que umlixao comecou a ser frequentado por 1 casal recem-nascido e que nenhum urubu eacrescentado ou eliminado do lixao. Escreva uma definicao recursiva para o numerode urubus que existem no ano n.
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4 Aula de exercıcios e Avaliacao
 4.1 Matutino
 1. Suponha que o universo do discurso e composto por todas as pessoas. Considereos seguintes predicados: B(x) : “x e um bebe”; L(x) : “x e logico”; M(x) : “xe capaz de domar um crocodilo”; e D(x) : “x e desprezado”.
 Expresse em sımbolos logicos as sentencas
 p1: Os bebes sao ilogicos.
 p2: Ninguem despreza quem pode domar um crocodilo.
 p3: Pessoas ilogicas sao desprezadas.
 p4: Os bebes nao podem domar crocodilos.
 Essa sequencia e um argumento valido com premissas p1,p2,p3 e conclusao p4?Justifique.
 Escreva a negacao de cada sentenca simbolica.
 2. Sejam P (x), Q(x) e R(x) as afirmacoes “x e a Professor”, “x e ignorante e “x evazio”, respectivamente. O domınio e composto por todas as pessoas. Expresseem sımbolos logicos as sentencas
 p1: Nenhum professor e ignorante.
 p2: Todas as pessoas ignorantes sao vazias.
 p3: Nenhum professor e vazio.
 Essa sequencia e um argumento valido com premissas p1 e p2 e conclusao p3?Justifique.
 Escreva a negacao de cada sentenca simbolica.
 3. Expresse a sentenca matematica usando predicados, quantificadores, conectivoslogicos e operadores aritmeticos.
 (a) m e um quadrado perfeito.
 (b) O produto de dois numeros reais negativos e positivo.
 4. Encontre um contra-exemplo, se possıvel, para a sentenca com domınio nosinteiros
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(a) ∀x∀y(x2 = y2 → x = y)
 (b) ∃y∀x(xy = 1)
 (c) ∀x∃y(y2 − x < 100)
 5. De uma demonstracao detalhada para a seguinte afirmacao. Se necessario,reescreva a afirmacao de modo a torna-la precisa.
 Se m e n sao quadrados perfeitos entao mn e quadrado perfeito.
 Se n e quadrado perfeito entao n− 2 nao e quadrado perfeito.
 6. Prove usando inducao que 13 + 23 + · · ·+ n3 = n2(n+ 1)2/4.
 7. Prove usando inducao que
 n∑i=0
 9 · 10i = 10n+1 − 1
 8. Os numeros de Fibonacci sao dados pela definicao recursiva: F (0) = 0, F (1) = 1e para todo n ≥ 2, F (n) = F (n− 1) + F (n− 2).
 Prove usando inducao que para todo n ≥ 1,∑n
 j=1 F (j) = F (n+ 2)− 1.
 Prove usando inducao que para todo n, F (3n) e divisıvel por 2.
 4.2 Noturno
 1. Sejam P (x), Q(x) e R(x) as afirmacoes “x e uma explicacao clara”, “x e satis-fatorio” e “x e uma desculpa”, respectivamente. Suponha que o domınio parax consiste de todos os textos em portugues. Expresse cada uma das declaracoescom sımbolos logicos
 p1: Todas as explicacoes claras sao satisfatorias.
 p2: Algumas desculpas sao insatisfatorias.
 p3: Algumas desculpas nao sao explicacoes claras.
 Essa sequencia e um argumento valido com premissas p1 e p2 e conclusao p3?Justifique.
 Escreva a negacao de cada formula logica.
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2. Sejam P (x), Q(x), R(x) e S(x) as afirmacoes “x e um pato”, “x e uma de minhasaves”, “x e um oficial” e “x esta disposto a uma danca”, respectivamente.Expresse cada uma das declaracoes com sımbolos logicos
 (a) Nenhum pato esta disposto a uma danca.
 (b) Nenhum oficial indispos-se a uma danca.
 (c) Todas as minhas aves sao patos.
 (d) As minhas aves nao sao oficiais.
 Essa sequencia e um argumento valido com premissas p1,p2,p3 e conclusao p4?Justifique.
 Escreva a negacao de cada formula logica.
 3. Expresse a sentenca matematica abaixo usando predicados, quantificadores, co-nectivos logicos e operadores aritmeticos.
 (a) Cada numero real positivo tem exatamente duas raızes quadradas.
 (b) Um numero real negativo nao tem raiz quadrada que e um numero real.
 4. Encontre um contra-exemplo, se possıvel, para a sentenca com domınio nosinteiros
 (a) ∀x∀y(xy ≥ x)
 (b) ∀x∃y(xy = 1)
 (c) ∀x∀y(x2 = y3)
 (d) Cada inteiro positivo pode ser escrito como a soma dos quadrados de tresinteiros.
 5. De uma demonstracao detalhada para a seguinte afirmacao. Se necessario,reescreva a afirmacao de modo a torna-la precisa.
 se x e um real nao nulo entao x2 + x−2 ≥ 2.
 6. Os numeros de Fibonacci sao dados pela definicao recursiva: F (0) = 0, F (1) = 1e para todo n ≥ 2, F (n) = F (n− 1) + F (n− 2).
 Prove usando inducao que para todo n, F (5n) e divisıvel por 5.
 Prove usando inducao que para todo n,∑n−1
 j=0 F (2j + 1) = F (2n).
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7. O n-esimo numero harmonico e dado por H(n) =∑n
 i=11i.
 De uma definicao recursiva para H(n).
 Prove usando inducao que para todo n ≥ 1,∑n
 j=1H(j) = (n+ 1)H(n)− n.
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5 Teoria intuitiva de conjuntos
 A teoria dos conjuntos e uma linguagem adequada para descrever e explicar as estru-turas matematicas; de fato e o fundamento dominante de toda a matematica; a ideiae que tudo pode ser descrito em termos de conjuntos. E possıvel desenvolver a teoriade conjuntos de maneira axiomatica em logica de primeira ordem, como foi feito porErnest Zermelo e Abraham Fraenkel. A teoria de conjuntos de Zermelo–Fraenkel (ZF)e um dos varios sistemas axiomaticos propostos no inıcio do seculo 20 para formularuma teoria de conjuntos livre de paradoxos como o. Acrescentando aos axiomas deZF o historicamente controverso axioma da escolha, a teoria e chamada de TeoriaZFC dos conjuntos e e o tratamento axiomatico mais comum da teoria dos conjuntosna matematica.
 5.1 Abordagem intuitiva
 Conjunto e informalmente entendido como uma colecao de entidades, essas entidadessao chamadas de elementos ou membros do conjunto e eles mesmos podem serconjuntos. Um elemento x pertence se x e um elemento de A o que e denotado por
 x ∈ A
 e escrevemos a negacao como x 6∈ A.
 Essa descricao de conjunto e circular pois usa o termo colecao que e sinonimo deconjunto. Nao definimos conjunto e assumimos que todo tem alguma nocao, mesmoque possivelmente errada, da concepcao de conjuntos.
 Convencionamos usar letras maiusculas para conjuntos e minusculas para elementos.Assim, um conjunto representado por uma letra minuscula deve ser entendido comoum elemento de algum conjunto.
 Igualdade de conjuntos
 Dois conjuntos sao iguais se, e somente se, tem os mesmos elementos.
 Ou seja, a unica propriedade distintiva de um conjunto e sua lista de membros. Essasentenca e um axioma da teoria axiomatica de conjuntos (o Axioma da Extensiona-lidade).
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Conjunto vazio
 Ha um (unico) conjunto sem elementos, denotado por ∅ e chamado de conjunto vazio.
 Especificacao de conjuntos
 Da igualdade de conjuntos podemos inferir que especificar todos os elementos de umconjunto e suficiente para defini-lo, podemos fazer isso de diversas formas.
 Se um conjunto tem poucos elementos, podemos lista-los entre chaves “{ }” separadospor vırgulas. Por exemplo, o conjunto dos algarismos primos e formado pelos numerosinteiros 2, 3, 5 e 7 e escrevemos {2, 3, 5, 7}. O conjunto dos algarismos indo-arabicose {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.
 Quando os conjuntos tem muitos elementos nao e viavel escrever todos seus elementose uma solucao comum, mas que so usamos quando o contexto nao da margem a am-biguidade sobre seu significado, e o uso de reticencias (. . . ). Por exemplo, o conjuntodos naturais menores que 2.017 e descrito por {0, 1, . . . , 2.016}; o conjunto das letrasdo alfabeto {a, b, c, . . . , z}; o conjunto dos naturais pares {0, 2, 4, 6, . . . }. No geral epreciso muito cuidado e a recomendacao e que essa solucao deve ser evitada pois, porexemplo, o que e o conjunto {3, 5, 7, . . . }?
 Exercıcio 20. Encontre duas respostas factıveis para a pergunta acima.
 Alem de listar os elementos de um conjunto explicitamente, tambem podemos definirconjunto por especificacao (tambem chamado de compreensao), onde damos umaregra de como gerar todos os seus elementos. Podemos especificar um conjunto atravesde uma ou mais propriedade de seus elementos e, nesse caso, usamos a notacao como
 A = {x : P (x)}
 em que P e um predicado (formula da logica de 1a ordem). Assim, a ∈ A se, e sose, P (a) e verdadeiro. Por exemplo, {x ∈ R : x2 ≤ 2} = [−
 √2,√
 2]. Por exemplo, oconjunto dos numeros primos e{
 x : x ∈ N ∧ x > 1 ∧ ∀y ∈ N,∀z ∈ N(yz = x→ y = 1 ∨ z = 1)}
 Observamos que {2, 3, 5, 7} pode ser especificado como
 {x : x = 2 ∨ x = 3 ∨ x = 5 ∨ x = 7}.
 51

Page 52
						
						

Observamos tambem que os elementos de um conjunto podem, eles mesmos, seremconjuntos
 X ={{a}, {b}, {c}
 }Observamos, ainda, que
 {1, 1, 1} = {1}{1, 2, 1, 1} = {1, 2}{1, 2, 3} = {1, 3, 2}
 = {2, 3, 1}= {2, 1, 3}= . . .
 sao consequencias do princıpio de extensionalidade (igualdade de conjuntos).
 Paradoxo de Russel
 O que e o conjuntoS = {x : x 6∈ x}?
 Inclusao de conjuntos
 O conjunto A e subconjunto de um conjunto B, fato denotado por A ⊆ B, se todoelemento de A pertence a B, ou seja,
 ∀x(x ∈ A⇒ x ∈ B)
 isto e x ∈ A→ x ∈ B e uma tautologia para todo x.
 Se A nao e subconjunto de B denotamos A 6⊆ B,
 A 6⊆ B ⇔ nao (∀x(x ∈ A⇒ x ∈ B))
 ⇔ ∃x, nao(x ∈ A⇒ x ∈ B)
 ⇔ ∃x(x ∈ A e x 6∈ B)
 Observemos queA = B ⇔ A ⊆ B e B ⊆ A. (26)
 e, assim, A 6= B ⇔ A 6⊆ B ou B 6⊆ A.
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Teorema 31. Para qualquer conjunto A, ∅ ⊆ A.
 Demonstracao. A implicacao x ∈ ∅ → x ∈ A e tautologia para todo x pois x ∈ ∅ efalso.
 Usaremos A $ B para expressar A ⊂ B e A 6= B.
 5.2 Provando proposicoes de conjuntos
 Ha essencialmente tres coisas provamos sobre conjuntos:
 1. Dados x e S, prove que x ∈ S. Isto requer olhar a definicao de S para ver se xsatisfaz as propriedades que os elementos de S satisfazem.
 2. Dados A e B, prove que A ⊆ B. Temos que mostrar que todo x em A tambemesta em B. Assim, uma demonstracao considera um elemento arbitrario x emA e mostra que ele tambem deve ser um elemento de B. Isto implicara usar aspropriedades que definem A para mostrar que x satisfaz a definicao de B.
 3. Dados A e B, prove que A = B. Usualmente, fazemos isso mostrando A ⊆ B 4B ⊆ A separadamente.
 5.3 Operacoes sobre conjuntos
 As operacoes sobre conjuntos definem novos conjuntos. A seguir descrevemos asoperacoes mais usuais e suas propriedades.
 Uniao: A ∪ B denota a uniao dos conjuntos A e B que e o conjunto dos elementosque pertencem a A ou a B
 A ∪B = {x : x ∈ A ou x ∈ B} (27)
 Interseccao: A ∩B denota a interseccao dos conjuntos A e B que e o conjunto doselementos que pertencem a A e a B
 A ∩B = {x : x ∈ A e x ∈ B} (28)
 A e B sao disjuntos se A ∩B = ∅.
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Exercıcio 21. Para quaisquer conjuntos A e B
 A ∩B ⊂ A ⊂ A ∪B.
 Diferenca: A \B denota o conjunto dos elementos pertencem a A e nao a B
 A \B = {x : x ∈ A e x 6∈ B}. (29)
 Diferenca simetrica: A4 B denota o conjunto dos elementos que pertencem ex-clusivamente a A ou a B, nao a ambos
 A4B = {x : x ∈ A ∪B e x 6∈ A ∩B}. (30)
 Propriedades das operacoes em conjuntos
 Fica como exercıcio a verificacao das seguintes propriedades.
 Leis de identidade
 A ∩ (C \ A) = ∅A ∪ ∅ = A
 A ∩ ∅ = ∅
 Leis de idempotencia
 A ∪ A = A
 A ∩ A = A
 Leis distributivas
 A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)
 A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)
 Leis comutativas
 A ∩B = B ∩ AA ∪B = B ∪ A
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Leis associativas
 A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ CA ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C
 Leis de De Morgan
 C \ (A ∪B) = (C \ A) ∩ (C \B)
 C \ (A ∩B) = (C \ A) ∪ (C \B)
 Leis de absorcao
 A ∪ (A ∩B) = A
 A ∩ (A ∪B) = A
 Prova de uma das leis de De Morgan. Sejam A, B e C conjuntos e vamos provar queC \ (A ∪ B) = (C \ A) ∩ (C \ B). Para provar essa igualdade, precisamos provarque (i) C \ (A ∪B) ⊆ (C \A) ∩ (C \B) e que (ii) (C \A) ∩ (C \B) ⊆ C \ (A ∪B).
 Para provar (i), seja x ∈ C \ (A ∪B)
 x ∈ C \ (A ∪B)⇒ x ∈ C e x 6∈ A ∪B por definicao
 ⇒ x ∈ C e nao(x ∈ A ∪B) por definicao de /∈⇒ x ∈ C e nao(x ∈ A ou x ∈ B) por definicao de ∪⇒ x ∈ C e nao(x ∈ A) e nao(x ∈ B) por De Morgan (proposicional)
 ⇒ x ∈ C e x 6∈ A e x 6∈ B por definicao
 ⇒ x ∈ C e x 6∈ A e x ∈ C e x 6∈ B por definicao
 ⇒ x ∈ (C \ A) ∩ (C \B) por definicao de ∩
 Para provar (ii) basta notar que a recıproca de todas as implicacoes no argumentoacima sao verdadeiras.
 Das duas inclusoes segue a igualdade.
 Complementos
 Seja A um conjunto. O equivalente em teoria de conjuntos da negacao logica e {x : x 6∈A}, que e conhecido como o complemento de A. Se permitimos complementos, estamos
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necessariamente trabalhando dentro de um Universo, uma vez que o complemento doconjunto vazio deve conter todos os objetos possıveis.
 Essa abordagem e possıvel quando trabalhamos dentro de um contexto onde o uni-verso esta entendido, pro exemplo, os Inteiros formam o universo da Teoria Elementarde Numeros e os Reais formam o universo da Analise na reta. Mas, nos corremos orisco de se quisermos trabalhar com diferentes classes de objetos ao mesmo tempo.Contudo, um universo na Teoria dos Conjuntos e muito maior do que qualquer coisaque possamos usar e, mais que isso, e consequencia dos axiomas que tal construcao
 nao e conjunto
 fazendo complementos nao muito util. A solucao usual e usarmos a diferenca deconjuntos com complementos relativos, como no enunciado das Leis de De Morganacima.
 Exercıcio 22. Seja R um conjunto de conjuntos. Denote por⋃R a uniao dos ele-
 mentos de R, isto e, se A = {a, b, c}, por exemplo, entao⋃A = a ∪ b ∪ c.
 Tome R =
 {{{1}, {1, 2}
 },{{1}, {1, 3}
 },{{2}, {2, 3}
 }}Escreva os conjuntos
 ⋃R e
 ⋃⋃R.
 5.4 Conjunto das partes
 2A denota o conjunto formado por todos os subconjuntos de A, isto e,
 B ∈ 2A ⇔ B ⊆ A (31)
 conjunto das partes de A.
 Algumas referencias usam ℘(A) ou P(A). Aqui usaremos 2A e ℘(A) conforme aconveniencia.
 Exercıcio 23. Descreva o conjunto das partes do conjunto vazio. Descreva o conjuntodas partes do conjunto {a}.
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5.5 Axiomatica de ZFC
 A teoria dos conjuntos utilizada na matematica e definida por uma colecao de axiomasque nos permitem construir, essencialmente a partir do zero, um universo grande osuficiente para manter todas a matematica sem contradicoes aparentes, evitando osparadoxos que podem surgir na teoria intuitiva dos conjuntos.
 Um dos problemas com a teoria dos conjuntos ingenuos e que a especificacao irrestritade conjuntos e muito forte, levando a contradicoes. Na teoria axiomatica conjuntosa especificacao e mais restritiva. Vamos descrever os axiomas da teoria ZFC abaixo,mas na pratica voce so precisa que pode construir conjuntos por (a) listando seuselementos, (b) tomando a uniao de outros conjuntos, (c) tomando o conjunto de to-dos os subconjuntos de um conjunto, ou (d) usando algum predicado para selecionarelementos ou subconjuntos de alguns conjunto. Os pontos de partida para este pro-cesso sao o conjunto vazio e o conjunto N de todos os numeros naturais. Se voce naoconsegue construir um conjunto desses princıpios as chances sao de que o seu objetonao e um conjunto.
 Lembremos que na teoria axiomatica tudo e conjunto, nao ha distincao entre elemen-tos e conjuntos. A ideia e que podemos representar qualquer entidade como conjunto.
 Extensionalidade: Quaisquer dois conjuntos com os mesmos elementos sao iguais.
 ∀a∀b((∀x(x ∈ a↔ x ∈ b))→ a = b)
 Existencia: O conjunto vazio e um conjunto.
 ∃a∀x(x 6∈ a)
 Par: Dados conjuntos y e z, {y, z} e um conjunto.
 ∀y∀z∃a∀x(x ∈ a↔ x = y ∨ x = z)
 Uniao: Para qualquer A = {x, y, z, . . . } conjunto,⋃A = x ∪ y ∪ z ∪ . . . e conjunto.
 ∀z∃a∀x(x ∈ a↔ ∃y(x ∈ y ∧ y ∈ z))
 Partes: Para qualquer conjunto A, o conjunto ℘(A) = {B : B ⊂ A} das partes deA existe.
 ∀y∃a∀x(x ∈ a↔ x ⊆ y)
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Especificacao: Dados um conjunto A e um predicado P , o conjunto {x ∈ A : P (x)}existe.
 ∀y∃a∀x(x ∈ a↔ x ∈ y ∧ P (x))
 Infinito: Existe um conjunto que tem ∅ como um membro e tambem tem x ∪ {x}sempre que x e membro (isto da uma codificacao de N, ∅ representa 0 e x ∪ {x}representa x+1. Efetivamente, define cada numero natural como o conjunto de todosnumeros menores, e.g., 0 = ∅, 1 = {0}, 2 = {0, 1}, 3 = {0, 1, 2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}.
 ∃a(∅ ∈ a ∧ ∀x(x ∈ a→ x ∪ {x} ∈ a))
 Sem esse Axioma, so obtemos conjuntos finitos.
 Fundacao: Cada conjunto nao vazio A tem um elemento B com A ∩B = ∅.
 ∀a(a 6= ∅ → ∃b(b ∈ a ∧ a ∩ b = ∅))
 Substituicao: Se A e um conjunto e R(x, y) e um predicado com a propriedade:∀x∃!yR(x, y), entao {y : ∃xR(x, y)} e um conjunto.
 ∀x∃!yR(x, y)→ ∀b∃a∀z(z ∈ a↔ (∃x ∈ b)R(x, z))
 Escolha: Para qualquer conjunto formado de conjuntos nao-vazios A existe umafuncao f que atribui para cada x em A algum f(x) ∈ x.
 Notemos a forma diferente com que se escreve um conjunto por especificacao, comrespeito a teoria intuitiva. Agora nao temos mais o paradoxo de Russell pois se
 S = {x ∈ A : x 6∈ x}
 entao S ∈ S se e so se S ∈ A e S 6∈ S o que nao e contraditorio: se S ∈ S temosS 6∈ S, uma contradicao, logo S 6∈ S; agora, se S ∈ A temos uma contradicao, logoS 6∈ A; mas S 6∈ S ∧ S 6∈ A nao e contradicao. Como subproduto temos o fato jamencionado de que em teoria dos conjuntos nao ha conjunto universo.
 Teorema. ¬∃y∀x(x ∈ y).
 De fato, se existisse entao tomarıamos-o por A no argumento acima o que daria umacontradicao pois S 6∈ A.
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5.6 Par ordenado e Produto cartesiano
 Sejam a ∈ A e b ∈ B. Pelo axioma do Par {a, b} e conjunto e por Extensionalidade{a, b} = {b, a}.
 Por par ordenado entendemos um par de elementos de modo que a ordem em que taiselementos se apresentam importam e, usualmente, denotamos-o por (a, b), de modoque (a, b) 6= (b, a) exceto quando a = b. Tambem, denotamos por A × B o conjuntode todos os tais pares (a, b) com a ∈ A e b ∈ B, isto e,
 A×B ={
 (a, b) : a ∈ A e b ∈ B}
 chamado de produto cartesiano de A com B.
 Agora, nessa secao, vamos justificar essas definicoes na teoria dos conjuntos.
 A definicao mais simples de par ordenado em termos de conjunto como foi dada pelomatematico polones Kazimierz Kuratowski
 (a, b) ={{a}, {a, b}
 }. (32)
 Notemos que se a ∈ A e b ∈ B entao {a} = {a, a} e {a, b} sao conjuntos pelo axiomado Par, o qual tambem nos da que
 {{a}, {a, b}
 }e conjunto.
 Ainda {a} ∈ ℘(A ∪ B) e {a, b} ∈ ℘(A ∪ B), portanto{{a}, {a, b}
 }⊆ ℘(A ∪ B),
 ou seja,{{a}, {a, b}
 }= (a, b) ∈ ℘
 (℘(A ∪ B)), portanto, existe o conjunto cujos
 elementos sao todos os pares (a, b) com a ∈ A e b ∈ B, e o conjunto dada pelaespecificacao {
 z ∈ ℘(℘(A ∪B)
 ): ∃x∃y(x ∈ A ∧ y ∈ B ∧ z = (x, y))
 }sempre que A e B sao ambos nao vazio.
 Exercıcio. Construa a partir dos axiomas o conjunto A ∪ B, dados os conjuntos Ae B.
 Agora, precisamos mostrar que a definicao (32) faz o que promete, isto e
 Teorema 32. Se (a, b) = (x, y) entao a = x e b = y.
 Para provar o teorema usaremos o seguinte resultado auxiliar
 Lema 33. Se {a, x} = {a, y} entao x = y.
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Demonstracao. Exercıcio
 Demonstracao do teorema. A prova do teorema e por casos, em 2 deles: (1) a = b e(2) a 6= b.
 Suponha que (a, b) = (x, y), isto e, {{a}, {a, b}} = {{x}, {x, y}}
 Caso 1. Se a = b entao (a, b) = {{a}}.
 Se (a, b) = (x, y) entao {{x}, {x, y}} so tem um elemento e esse elemento e {a},ou seja, {x} = {x, y} e {x} = {a}. Portanto x = y e x = a, ou seja e {{a}} ={{x}, {x, y}}, portanto, {x} = {x, y} e {x, y} = {a}, logo a = x = y = b.
 Caso 2. a 6= b.
 Se {{a}, {a, b}} = {{x}, {x, y}} entao {x} ∈ {{a}, {a, b}}.
 Se {x} ∈ {{a}, {a, b}} entao {x} = {a} ou {x} = {a, b}. Se a 6= b entao {x} = {a}.
 Se {{a}, {a, b}} = {{x}, {x, y}} e {x} = {a} entao {x, y} = {a, b}, pelo lema acima.Se {x} = {a} entao x = a.
 Se {x, y} = {a, b} e x = a, entao y = b, pelo lema acima.
 Portanto x = a e y = b.
 Como no produto cartesiano os pares sao ordenados, temos que A × B 6= B × A(exceto quando A = B ou A = ∅ ou B = ∅).
 Podemos definir recursivamente o produto cartesiano de mais de dois conjuntos. Deum modo geral, se A1, A2, . . . , An sao conjuntos nao vazios
 n∏i=1
 Ai =
 {A1 se n = 1(∏n−1
 i=1 Ai)× An se n > 1
 Definimos (a1, a2, . . . , an) = (a1) se n = 1 e (a1, a2, . . . , an) = ((a1, . . . , an−1), an) sen > 1 entao
 n∏i=1
 Ai = A1 × A2 × · · · × An ={
 (a1, a2, . . . , an) : ai ∈ Ai(∀i)}.
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No caso em que os conjuntos A1, A2, . . . , An sao iguais a A denotamos por An oproduto cartesiano
 ∏ni=1Ai.
 Ha uma definicao para o produto cartesiano de uma quantidade infinita de conjun-tos nao vazios e provar que esse produto cartesiano resulta num conjunto nao vaziodepende do axioma da Escolha.
 Relacoes e funcoes
 Uma relacao e um subconjunto de um produto cartesiano. Se R ⊆ A×B entao A echamado de domınio e B de contradomınio da relacao.
 Usualmente, ao inves de escrevermos (x, y) ∈ R escrevemos x R y, por exemplo, 3 < 4ao inves de (3, 4) ∈<. Por exemplo, se A e um conjunto entao R = {(x,B) ∈ A×2A :x ∈ B} e uma relacao e x R B e o mesmo que x ∈ B.
 O domınio e a imagem de R sao os conjuntos
 dom(R) = {x ∈ A : ∃y ∈ B, x R y}im(R) = {y ∈ B : ∃x ∈ B, x R y}
 Uma relacao R ⊆ A × B e uma funcao se para cada x ∈ A existe um unico y ∈ Btal que (x, y) ∈ R, nesse caso escrevemos R : A → B, o unico y tal que (x, y) ∈ R edenotado por R(x) e dito o valor que a funcao assume em x.
 O conjunto de todas as funcao de A em B e um subconjunto de ℘(A×B) denotadopor BA.
 Exercıcio 24. Verifique a partir dos axiomas de ZFC que BA e conjunto.
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6 Relacoes
 Se A1, A2, . . . , An sao conjuntos nao vazios, um subconjunto R ⊆∏n
 i=1Ai e umarelacao n-aria. No caso de dois conjuntos, digamos A e B, temos uma relacaobinaria de A para B ou, simplesmente, dizemos relacao. Uma relacao binaria Rsobre A e uma relacao binaria de A para A.
 Notacao: Escrevemos a R b com o significado de (a, b) ∈ R. Escrevemos a 6R b como significado de (a, b) 6∈ R.
 Sao exemplos de relacoes (binarias)
 1. < ⊂ N× N e uma relacao binaria e (2, 3) ∈<, mas usamos 2 < 3.
 2. | ⊂ Z+ × Z+ e uma relacao binaria e (2, 4) ∈ |, mas usamos 2|4.
 3. ⊆⊂ 2N×2N e uma relacao binaria e({1, 2}, {1, 2, 3}
 )∈⊆, mas usamos {1, 2} ⊆
 {1, 2, 3}.
 6.1 Composicao e inversa
 Assim como as funcoes, as relacoes podem ser compostas. Dadas as relacoes R ⊆A×B e S ⊆ B × C definimos
 (S ◦R) ⊂ A× C
 pela regra (x, z) ∈ (S◦R) se, e somente se, existe y ∈ B tal que (x, y) ∈ R e (y, z) ∈ S.Em notacao infixa
 x (S ◦R) z ⇔ ∃y(x R y ∧ y S z)
 Nao e difıcil ver que a composicao ordinaria de funcoes e um caso especial de com-posicao de relacao.
 Por exemplo, considere as relacoes
 R = {(1, 1), (1, 4), (2, 3), (3, 1), (3, 4)}S = {(1, 0), (2, 0), (3, 1), (3, 2), (4, 1)}
 A composicao delas e
 S ◦R = {(1, 0), (1, 1), (2, 1), (2, 2), (3, 0), (3, 1)}
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As relacoes tambem tem inversa
 x R−1 y ⇔ y R x.
 Ao contrario das funcoes, toda relacao tem uma inversa.
 Por exemplo, tome A = {1, 2, 3} e
 R = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}
 A relacao inversa eR−1 = {(2, 1), (3, 1), (3, 2)}.
 Ademais
 R−1 ◦R = {(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 1)}R ◦R−1 = {(2, 2), (2, 3), (3, 3), (3, 2)}
 Exercıcio 25. Qual e inversa da relacao < sobre N?
 Notacao: Para uma relacao generica, usamos sımbolos como ∼, ≡, ', ≈ ao invesde R.
 6.2 Classificacao de relacoes
 Uma relacao binaria ∼ sobre um conjunto A pode ou nao ter uma das seguintespropriedades:
 reflexiva para todo a ∈ A, a ∼ a;
 irreflexiva para todo a ∈ A, a 6∼ a;
 simetrica para todo a ∈ A, para todo b ∈ A, se a ∼ b entao b ∼ a;
 antissimetrica para todo a ∈ A, para todo b ∈ A, se a ∼ b e b ∼ a entao b = a;
 transitiva para todo a ∈ A, para todo b ∈ A, para todo c ∈ A, se a ∼ b e b ∼ centao a ∼ c.
 Por exemplo, em R a relacao x ∼ y se, e so se, |x − y| < 1 e reflexiva, simetrica etransitiva.
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Uma relacao pode ser simetrica e antissimetrica ao mesmo tempo, ou pode nao ser nemsimetrica nem antissimetrica. Uma relacao pode ser nem reflexiva e nem irreflexivaporem, se o conjunto A nao e vazio, uma relacao nao pode ser ao mesmo temporeflexiva e irreflexiva sobre A.
 Por exemplo, as relacoes sobre A = {1, 2, 3, 4}
 1. R1 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 1), (4, 4)} e reflexiva.
 2. R2 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1)} e simetrica.
 3. R3 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 1), (1, 4), (4, 4)} e reflexiva e simetrica.
 4. R4 = {(2, 1), (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2), (4, 3)} e irreflexiva, antissimetrica e tran-sitiva.
 5. R5 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 4)} e reflexiva,antissimetrica e transitiva.
 6. R6 = (3, 4) e irreflexiva, antissimetrica e transitiva.
 Exercıcio 26. A seguir, considere A = {1, 2, 3, 4} e B = {1, 2, 3} e classifique,quanto as propriedades acima, as relacoes
 1. R1 = {(1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1)}.
 2. R2 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)}.
 3. R3 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (2, 3)}.
 4. R4 = {(1, 1), (2, 3), (3, 3)}.
 5. R5 = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}.
 6.3 Relacoes de equivalencia
 Uma relacao e de equivalencia se for reflexiva, simetrica e transitiva.
 Sao exemplos de relacoes de equivalencia
 1. = e uma relacao de equivalencia em N.
 64

Page 65
						
						

2. ≤ nao e uma relacao de equivalencia em N.
 3. Se T e S sao triangulos no plano e T ∼= S se os triangulos sao semelhantes,entao ∼= e relacao de equivalencia sobre o conjunto de todos os triangulos noplano.
 4. Semelhanca de matriz e uma relacao de equivalencia sobre o conjuntos de todasas matrizes quadradas de ordem n de numeros reais.
 5. ∼= (mod 3) e a relacao dada pelos pares de inteiros que deixam o mesmo restoquando divididos por 3, e de equivalencia.
 6. ⊂ nao e relacao de equivalencia sobre o conjunto das partes de A.
 Particao de um conjunto
 O conjunto A e uma particao do conjunto A se seus elementos sao subconjuntosnao-vazio de A, disjuntos dois-a-dois e a uniao deles e A, isto e,
 (a) para todo B ∈ A, B 6= ∅ e B ⊆ A;
 (b) para todos B, C ∈ A, B 6= C ⇒ B ∩ C = ∅;
 (c)⋃A = A.
 Por exemplo, sejam R0, R1 e R2 subconjuntos de Z definidos por
 Ri = {n ∈ Z : n dividido por 3 deixa resto i}
 {R0, R1, R2} e uma particao de Z.
 Teorema 34. Se A e uma particao do conjunto A, entao a relacao binaria ∼ sobreA dada por a ∼ b se, e so se, existe B ∈ A tal que {a, b} ⊆ B e uma relacao deequivalencia.
 Demonstracao. Sejam A, A e ∼ como dados no enunciado.
 A relacao ∼ e reflexiva pois para todo a ∈ A existe um B ∈ A tal que a ∈ B peloitem (c) da definicao de particao.
 A relacao ∼ e simetrica pois para todos a, b ∈ A se existe um B tal que {a, b} ⊆ Bentao {b, a} ⊆ B.
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A relacao ∼ e transisiva pois para todos a, b, c ∈ A se existe um B tal que {a, b} ⊆ Be existe um C tal que {b, c} ⊆ C entao, como b ∈ B ∩C, temos B = C pelo item (b)da definicao de particao.
 No exemplo acima {R0, R1, R2} e a particao de Z dada pelos restas da divisao por 3.Definimos ∼ sobre Z por
 a ∼ b se existe i ∈ {0, 1, 2} tal que a, b ∈ Ri
 isto e, a e b estao na relacao se deixam o mesmo resto quando divididos por 3.
 Classes de equivalencia
 Seja ∼ uma relacao de equivalencia sobre o conjunto A 6= ∅ e a ∈ A
 [a]∼ = {b ∈ A : b ∼ a}
 e o subconjunto de A formado por todos os elementos equivalentes a a, chamadode classe de equivalencia de a. O elemento dentro dos colchetes e chamado derepresentante da classe.
 Por transitividade, qualquer elemento da classe pode ser seu representante. Sejab ∈ A com b ∼ a. Para todo c ∈ [a]∼ vale c ∼ a, portanto, c ∼ b, logo c ∈ [b]∼.Reciprocamente, se c ∈ [b]∼ entao c ∈ [a]∼, por argumento analogo. Assim [a]∼ = [b]∼.Tambem, se [a]∼ = [b]∼ entao de a ∈ [a]∼ temos a ∈ [b]∼, portanto a ∼ b. Com issoprovamos
 a ∼ b⇔ [a]∼ = [b]∼. (33)
 O que podemos dizer no caso [a]∼ 6= [b]∼? Imediatamente, por (33) que a 6∼ b. Paraqualquer c ∈ A, se c ∼ a entao b 6∼ c, caso contrario terıamos uma contradicao pelatransitividade, de modo que [a]∼ ∩ [b]∼ = ∅.
 Concluindo, dos paragrafos precedentes temos que para as classes de equivalencia valeum dos casos: para quaisquer a, b ∈ A
 1. [a]∼ = [b]∼, ou
 2. [a]∼ ∩ [b]∼ = ∅.
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O conjunto quociente de A pela relacao de equivalencia ∼ e o conjunto das classes deequivalencia da relacao
 A/∼ = {[a]∼ : a ∈ A}. (34)
 Ja provamos, no teorema 34, que um particao do conjunto nao vazio A define umarelacao de equivalencia. A recıproca tambem vale, uma relacao de equivalencia sobreA define uma particao desse conjunto.
 Teorema 35. Se ∼ e uma relacao de equivalencia sobre o conjunto A 6= ∅ entao A/∼e uma particao de A.
 Demonstracao. Exercıcio.
 Por exemplo, no caso de exemplo dos restos de divisao por 3
 R0 = [0] = {. . . ,−9,−6,−3, 0, 3, 6, 9, 12, 15, . . . }R1 = [1] = {. . . ,−8,−5,−2, 1, 4, 7, 10, 13, 16, . . . }R2 = [2] = {. . . ,−7,−4,−1, 2, 5, 8, 11, 14, 17, . . . }
 Observemos que [0] = [3] = [6].
 6.4 Relacoes de ordem
 Uma relacao 4 sobre um conjuto A e uma relacao de ordem se essa for
 • reflexiva,
 • antissimetrica e
 • transitiva.
 Exemplo: ⊆ e uma relacao de ordem sobre 2Z e ≤ e uma relacao de ordem sobre Z.
 Ha uma diferenca importante entre as duas relacoes de ordem do exemplo anterior,na primeira, ⊆, pode haver elementos incomparaveis, por exemplo, os conjuntos{1, 2} e {2, 3} sao incomparaveis
 {1, 2} 6⊆ {2, 3} e {2, 3} 6⊆ {1, 2}
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enquanto que quaisquer dois numeros inteiros x e y sao comparaveis
 x ≤ y ou y ≤ x.
 Se em A ha elementos incomparaveis sob a relacao de ordem 4 entao
 (A,4) e uma ordem parcial
 ou, A e conjunto parcialmente ordenado por 4 Caso contrario
 (A,4) e uma ordem total
 ou, A e conjunto totalmente ordenado por 4.
 Exemplo: (2A,⊆), (Z,≤) e (Z+, |) sao ordens parciais, somente (Z,≤) e total.
 Maximos e mınimos
 Definicao 19. Em (A,4) temos que x ∈ A e um elemento minimal se, e so se, paratodo y ∈ A, y 4 x implica que y = x.
 Em (A,4) temos que x ∈ A e um elemento maximal de A se para todo y, x 4 yimplica que y = x.
 Um conjunto parcialmente ordenado pode ter qualquer numero de elementos mini-mais: os numeros inteiros nao tem mınimo, os naturais tem um mınimo e um con-junto com k elementos nenhum dos quais sao comparaveis entre si tem k mınimos.As afirmacoes analogas para maximal tambem valem.
 Exemplo: Sejam A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e tomemos em A a relacao de ordem 4 dada por{(1, 3), (2, 3), (1, 4), (2, 4), (3, 4), (5, 6), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}. O numero2 ∈ A, por exemplo, e um elemento minimal de (A,4), pois nao existe nenhum par(a, 2), a 6= 2, na relacao. Os elementos minimais (A,4) sao 1, 2 e 5.
 Exemplo: Tomemos A = N \ {0, 1} e | a relacao “divide”. O numero 21 nao eminimal pois, por exemplo, (3, 21) ∈ | e 3 6= 21. O numero 17 e minimal pois naoexiste nenhum par (a, 17) com a 6= 17 em | (a unica possibilidade seria o 1 que naoesta no conjunto). Note que os elementos minimais de (A,4) sao os numeros primos.
 Quando A e um conjunto de conjuntos e a relacao de ordem e ⊆, um elemento minimalde (A,⊆) e um conjunto que nao contem propriamente nenhum outro elemento de
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A. Por exemplo, se A = {{2}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 4}, {3, 4, 5}} entao {1, 2, 4} nao eminimal (contem propriamente {1, 2} ∈ A). Sao os elementos minimais {2}, {1, 3} e{3, 4, 5}. O elemento {2} nao e maximal (por que?). Os elementos maximais de sao{1, 3}, {1, 2, 4} e {3, 4, 5}.
 Definicao 20. Se um elemento x ∈ A satisfaz x 4 y para todo y ∈ A, entao x e ummınimo de A.
 Se um elemento x ∈ A satisfaz y 4 x para todo y ∈ A, entao x e um maximo de A.
 Um conjunto parcialmente ordenado tem no maximo um mınimo. Por exemplo, 0nos naturais e mınimo. Tambem pode nao ter um mınimo como os inteiros negativosou pode nao ter mınimo porque tem mais de um elemento minimal. As afirmacoesanalogas para maximo tambem valem.
 Exemplo: Seja A = {2, 4, 6, 8} e seja R a relacao ≤ (menor ou igual) sobre Z. Ointeiro 2 e um mınimo de (A,R). Por outro lado, se A e o conjunto dos inteiros paresentao (A,R) nao tem mınimo.
 Exemplo: O elemento {2, 4} de {{1, 2, 4}, {2, 4}, {2, 3, 4}, {2, 4, 5}, {2, 3, 4, 6}}, coma relacao de inclusao, e mınimo
 Exemplo: Exemplo da diferenca entre um elemento maximal e um elemento maximo:considere o conjunto P de todos os subconjuntos de N com no maximo tres elementose ordenados por inclusao ⊆. Entao {0, 1, 2} e um elemento maximal de (P ,⊆) poisninguem de P o contem e {0, 1, 2} nao e maximo porque nao contem o elemento {3}de P .
 Exercıcio 27. Determine os elementos maximais/minimais/maximo/mınimo em (Z+, |).
 Exercıcio 28. Prove que se (A,4) tem maximo entao ele e unico.
 Exercıcio 29. Prove que todo elemento maximo de uma ordem e maximal.
 Boa ordem
 (A,4) e uma boa ordem se 4 e uma ordem total e todo subconjunto nao vazio de Atem mınimo.
 A propriedade util da Boa-ordem e que ela permite provas por inducao, como nosnaturais.
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Notacao: a ≺ b significa a 4 b e a 6= b.
 Teorema 36 (Princıpio da Inducao para conjuntos bem-ordenados). Seja(A,4) bem-ordenado e P um predicado sobre A. Se para todo y ∈ A
 P (x) verdadeiro para todo x ∈ A com x ≺ y implica que P (y) e verdadeiro
 entao P (a) e verdadeiro para todo a ∈ A.
 Em resumo
 ∀y ∈ A((∀x ∈ A(x ≺ y ⇒ P (x))
 )⇒ P (y)
 )⇒ ∀a ∈ A, P (a) (35)
 Demonstracao. A prova e por contradicao. Sejam (A,4) uma boa ordem e P umpredicado sobre A.
 Suponha que que para todo y ∈ A vale que(∀x ∈ A(x ≺ y ⇒ P (x))
 )⇒ P (y) (36)
 e assuma que existe a ∈ A tal que P (a) nao e verdadeiro.
 DefinaS = {a ∈ A : nao P (a)} (37)
 que, por hipotese e nao vazio. Seja m o menor elemento de S com respeito a ordem 4.Entao, para todo x ≺ m vale P (x). Por (36), P (m) e verdadeiro, uma contradicao.
 Na axiomatica de ZF o seguinte resultado e equivalente ao axioma da escolha.
 Teorema 37. Para todo conjunto A nao vazio, existe uma ordem total 4 tal que(A,4) e boa-ordem.
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7 Princıpios de contagem: bijecao e cardinalidade
 Uma caracterıstica importante dos numeros naturais e que eles respondem a perguntaquantos elementos tem esse conjunto? Ou seja, os naturais constituem o modelomatematico que torna possıvel o processo de contagem.
 Contagem e o processo de criar uma bijecao entre um conjunto que queremos contare algum conjunto cujo tamanho ja sabemos. O tamanho de um conjunto e chamadode cardinalidade. Geralmente, nao fornecemos uma bijecao explıcita para calcular otamanho de um conjunto, mas sim nos baseamos em princıpios de contagem deriva-dos dos processos de construcao de conjuntos. O ramo da matematica que estudaconjuntos construıdos pela combinacao de outros conjuntos e chamado de Combi-natoria e a subarea que estuda os metodos de contagem e chamada de CombinatoriaEnumerativa.
 Cardinalidade e um conceito da Teoria dos Conjuntos que estende para qualquerconjunto a nocao quantidade de elementos de um conjunto, a qual e intuitivamenteclara no caso de conjuntos finitos: a cardinalidade de um conjunto finito e o numero(natural) de elementos no conjunto. Os numeros cardinais transfinitos descrevemos tamanhos de conjuntos infinitos. Na verdade, a ideia de cardinalidade torna-sebastante sutil quando os conjuntos sao infinitos. Ha uma sequencia transfinita denumeros cardinais:
 0, 1, 2, 3, . . . , n, . . . ;ℵ0,ℵ1,ℵ2, . . . ,ℵω,ℵω+1, . . . ,ℵω2 , . . . ,ℵωω , . . . ,ℵα, . . . .
 Os ındices dos numeros alef (ℵ) sao numeros ordinais.
 7.1 Bijecoes
 Para contar os elementos de um conjunto e necessario usar a nocao de correspondenciabiunıvoca, ou bijecao, ou funcao bijetiva. Dois conjuntos tem a mesma cardinalidadese, e somente se, ha uma correspondencia um-para-um (bijecao) entre os elementosdos dois conjuntos.
 Definicao 21. Uma funcao f : X → Y e injetiva quando ∀x, x′ ∈ X (x 6= x′ ⇒f(x) 6= f(x′)).
 Uma funcao f : X → Y e sobrejetiva quando ∀y ∈ Y ∃x ∈ X (f(x) = y).
 Uma funcao f : X → Y e bijetiva quando for injetiva e bijetiva, isto e, quando∀y ∈ Y ∃!x ∈ X (f(x) = y).
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Definicao 22. A cardinalidade de A e denotada por |A|. Dois conjuntos tem a mesmacardinalidade, |A| = |B| se, e somente se, existe uma bijecao f : A→ B.
 Escrevemos |A| ≤ |B| para abreviar que existe f : A→ B injetiva.
 Exercıcio 30. Verifique que f : R+ → (0, 1), dada por f(x) = xx+1
 e bijetiva. Afuncao f tem a seguinte interpretacao grafica
 Para cada x ∈ (0,+∞) o valor f(x) e dado pela interseccao da reta que passa por xe por P = (−1, 1) com o eixo y. Usando semelhanca de triangulos temos
 1
 x+ 1=f(x)
 x
 donde tiramos a expressao para f(x).
 Exercıcio 31. Verifique que g : R→ R+, dada por g(x) = 2x e bijetiva.
 Exercıcio 32. Prove que se g : A → B e f : B → C sao bijecoes entao a funcaocomposta f ◦ g : A→ C e bijecao.
 7.2 Conjuntos finitos
 Definimos In = {1, 2, . . . , n} para todo natural n ≥ 1.
 Definicao 23. A cardinalidade do vazio e 0, |∅| = 0 .
 Se A 6= ∅ entao |A| = n se existe uma bijecao f : In → A.
 Definicao 24. A e finito se |A| = n para algum n ∈ N.
 Uma tal bijecao f : In → A e chamada de enumeracao ou contagem dos elementosde A. Desse modo, A = {f(1), f(2), . . . , f(n)} e dizemos que A tem n elementos.
 Exercıcio 33. Se A 6= ∅ e conjunto e f : In → A e g : Im → A sao bijecoes entaom = n.
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Note que a relacao de ordem entre cardinais, definicao 22, no caso finito concordacom a representacao conjuntista de numero natural que apresentamos na ocasiao dosAxiomas de ZFC: 1 = {∅}, 2 = {0, 1}, . . . , n = {0, 1, . . . , n− 1} . . . Assim 3 ≤ 4 poisexiste f : {0, 1, 2} → {0, 1, 2, 3} injetiva, a saber f(n) = n.
 Teorema 38 (princıpio aditivo). Se A e B sao conjuntos finitos e disjuntos, entao|A ∪B| = |A|+ |B|.
 Demonstracao. Sejam A e B conjuntos disjuntos com cardinalidade n e m, respec-tivamente. Se pelo menos um deles for vazio entao o teorema vale como pode serverificado facilmente.
 Vamos supor m,n > 0 e vamos mostrar uma bijecao h : In+m → A ∪B.
 Se f : In → A e g : Im → B sao bijecoes entao definimos h por
 h(x) =
 {f(x) se 1 ≤ x ≤ ng(x− n) se n+ 1 ≤ x ≤ n+m.
 h e sobrejetora: se y ∈ A ∪ B, entao y ∈ A ou y ∈ B, mas nao em ambos ja que saodisjuntos. Se y ∈ A entao f(x) = y para algum x ∈ {1 . . . , n}, portanto h(x) = y.Se y ∈ B entao g(x) = y para algum x ∈ {1 . . . ,m}, portanto, h(x + n) = g(x).Ainda, h e injetora: como A e B sao disjuntos, se h(x) = h(y) entao f(x) = f(y) oug(x) = g(y), em ambos os casos x = y.
 Exercıcio 34. Prove usando inducao em n que se A1, . . . , An sao conjuntos dois-a-dois disjuntos entao
 |A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An| = |A1|+ |A2|+ · · ·+ |An|.
 Teorema 39 (princıpio multiplicativo). Se A e B sao conjuntos finitos nao vazios,entao |A×B| = |A| · |B|.
 Demonstracao. Seja n = |A| e A = {f(1), f(2), . . . , f(n)} para alguma enumeracaof de A. Definimos os conjuntos dois-a-dois disjuntos
 Ei = {(f(i), b) ∈ A×B : b ∈ B}
 de modo que |Ei| = |B|, para todo i, pela bijecao gi((f(i), b)
 )= b.
 Assim, {E1, . . . , En} e uma particao de A×B (verifique) e
 |A×B| =
 ∣∣∣∣∣n⋃i=1
 Ei
 ∣∣∣∣∣ =n∑i=1
 |B| = |A||B| (38)
 onde a segunda igualdade segue do exercıcio 34.
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Exercıcio 35. Prove o teorema acima exibindo uma bijecao entre I|A||B| e A×B.
 Exercıcio 36. |{0, 1}n| = 2n (prove usando inducao em n uma generalizacao doprincıpio multiplicativo e use-a para provar a igualdade proposta).
 Teorema 40. Todo conjunto A de cardinalidade n ∈ N tem 2n subconjuntos distintos,isto e,
 |2A| = 2|A|.
 Demonstracao. Seja A um conjunto de cardinalidade n. Se n = 0 entao A = ∅ e ounico subconjunto dele mesmo e 20 = 1.
 Se n ≥ 1 entao existe uma bijecao f : In → A. Como A = {f(1), f(2), f(3), . . . , f(n)},cada subconjuntoB ⊂ A corresponde a uma, e so uma, sequencia b(B) = (b1, b2, . . . , bn) ∈{0, 1}n dada por
 bi = 1⇔ f(i) ∈ B
 para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, ou seja
 b : 2A → {0, 1}n
 B 7→ b(B)
 assim definida e bijetiva (verifique), de modo que |2A| = |{0, 1}n|, portanto |2A| =2n.
 7.3 Conjuntos infinitos
 Definicao 25. A e infinito nao e finito.
 O conjunto dos naturais nao e finito. De fato, se houvesse uma bijecao f : In → Nentao tomarıamos o numero natural m = f(1) + f(2) + · · · + f(n) de modo que mpertenceria a imagem de f contradizendo que m > f(i) para todo i ∈ {1, . . . , n}.
 No caso de conjuntos infinitos nao se pode falar em quantidade de elementos e, alemdisso, dizer simplesmente que sao infinitos elementos nao diz muita coisa desde queCantor nos mostrou a possibilidade de varios “tamanhos” de infinito, como veremosa seguir.
 Definicao 26. ℵ0 = |N| e o menor cardinal infinito.
 Teorema 41 (Teorema de Cantor). Para todo conjunto A, |A| < |2A|.
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Demonstracao. Se A e finito entao |A| < 2|A|. Seja A um conjunto infinito e vamosmostrar que |A| ≤ |2A| e que |A| 6= |2A|. A funcao
 f : A → 2A
 a → {a}
 e injetiva, portanto |A| ≤ |2A|.
 Para mostrar que |A| 6= |2A| provaremos (por contradicao) que nao ha sobrejecaog : A→ 2A.
 Suponhamos que g : A→ 2A e sobrejetiva. Definimos
 B = {a ∈ A : a /∈ g(a)}.
 B ⊂ A e g sobrejetiva implica que B = g(b) para algum b.
 Se b ∈ B entao b 6∈ g(b) = B, pela definicao do conjunto B. Tambem, se b 6∈ B entaob ∈ g(b) = B, ou seja, b 6∈ B ⇔ b ∈ B, uma contradicao.
 Em particular, temos
 |N| < |2N| < |22N| < |222N| < · · ·
 A hipotese do contınuo: Por quase um seculo apos a descoberta de Cantor deque ha diferentes infinitos muitos matematicos atacaram o problema de descobrir seexiste um conjunto A tal que |N| < |A| < |2N|. Suspeitava-se que tal conjunto naoexistiria e a proposicao que nao existe tal A e conhecida como hipotese do contınuo.Godel, nos anos 1930, provou que a negacao da hipotese do contınuo nao pode serprovada a partir dos axiomas ZFC. Em 1964, Paul Cohen descobriu que nenhumaprova pode deduzir a hipotese do contınuo a partir dos axiomas de ZFC. Tomadosem conjunto, os resultados de Godel e Cohen significa que dos axiomas padrao daTeoria dos Conjuntos nao se pode decidir se a hipotese do contınuo e verdadeira oufalsa; nenhum conflito logico surge a partir da afirmacao ou negacao da hipotese docontınuo. Dizemos que a hipotese do contınuo e independente de ZFC. Assumindo ahipotese do contınuo
 ℵ0 = |N|ℵα+1 = |2ℵα|
 O seguinte resultado e bastante famoso, ele e altamente nao trivial no caso de con-juntos infinitos. A utilidade deste resultado vem do fato que, em geral, estabeleceruma bijecao que comprove |A| = |B| pode ser muito difıcil enquanto que estabelecerfuncoes injetivas que comprovem |A| ≤ |B| e |B| ≤ |A| e mais facil.
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Teorema 42 (Teorema de Cantor–Bernstein–Schroder). Se |A| ≤ |B| e |B| ≤|A| entao |A| = |B|.
 Uma demonstracao sera dada adiante.
 Alguns exemplos importantes
 1. |N| = |Z|;Para mostrar que |N| = |Z| definimos a funcao f : Z→ N dada por
 f(z) =
 {2z, se z ≥ 02(−z)− 1, se z < 0.
 Dado n ∈ N, se n e par entao n = 2z para algum z ∈ N, portanto f(z) = n;senao n e ımpar, n = 2z− 1 para algum z ∈ Z+, portanto f(−z) = 2(−(−z))−1 = n. Assim f e sobrejetora. Agora, se f(z1) = f(z2) entao 2z1 = 2z2 ou2(−z1) + 1 = 2(−z2) − 1 e em ambos os casos z1 = z2. Portanto a funcao ebijetora.
 2. |N| = |Q|;Claramente ha uma funcao injetiva f : N→ Q pois N ⊂ Q, logo |N| ≤ |Q|. Paramostrar que |Q| ≤ |N| consideremos os racionais nao-nulo dados pelas fracoesda forma
 p
 q, p ∈ Z e q ∈ N, mdc(p, q) = 1
 agora, definimos g : Q→ N por g(0) = 0 e
 g
 (p
 q
 )={ 2p3q, se p > 0
 5p3q, se p < 0
 que e injetiva (verifique). E possıvel exibir um bijecao entre Q e N mas issotambem e bastante trabalhoso.
 3. |R| = |(0, 1)|;Dos exercıcios 30 e 31 temos as bijecoes f : R+ → (0, 1), dada por f(x) = x
 x+1,
 e g : R → R+, dada por g(x) = 2x, que estabelecem que |R| = |(0, 1)| poisf ◦ g : R→ (0, 1) tambem e bijecao.
 4. |N| < |R|;
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Neste exemplo temos a famosa demonstracao de Cantor por diagonalizacao.Como N ⊂ R, temos |N| ≤ |R| logo precisamos mostrar que |N| 6= |R|. Para tal,mostraremos que |N| 6= |(0, 1)|.Suponha que exista f : N → (0, 1) bijetiva. Se existe tal f entao podemosenumerar (todos) os elementos do intervalo
 f(0) = 0,d0,0d0,1d0,2d0,3d0,4 . . . d0,n . . .
 f(1) = 0,d1,0d1,1d1,2d1,3d1,4 . . . d1,n . . .
 f(2) = 0,d2,0d2,1d2,2d2,3d2,4 . . . d2,n . . ....
 f(n) = 0,dn,0dn,1dn,2dn,3dn,4 . . . dn,n . . ....
 com di,j ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Consideremos o numero real
 α = 0,d0d1d2d3 . . . dn . . . com di ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} \ {0, 9, di,i} (∀i ∈ N).
 Esse numero α pertence ao intervalo (0, 1) pois di 6= 0, logo α e diferente de0 = 0,00000 . . . , e di 6= 9 logo α e diferente de 1 = 0,9999 . . . . Ademais,α 6= f(i) pois di 6= di,i para todo n ∈ N, uma contradicao. Portanto, nao existef : N→ (0, 1) bijetiva, tampouco f : N→ R bijetiva.
 5. |R2| = |R|;Aqui e suficiente basta mostrarmos que |(0, 1) × (0, 1)| ≤ |(0, 1)| pois, clara-mente, temos |(0, 1)| ≤ |(0, 1) × (0, 1)| pela injetiva f(x) = (x, 1) para todox.
 Um ponto no quadrado (0, 1)× (0, 1) e da forma (x, y) com x = 0,a1a2a3 . . . ey = 0,b1b2b3 . . . e uma funcao injetiva sobre (0, 1) e dada quando mapeamos talponto em 0,a1b1a2b2a3b3 . . . de (0, 1).
 6. |2N| = |R|.Que |2N| ≤ |(0, 1)|: um subconjunto B ⊆ N pode ser representado por umasequencia binaria infinita b0b1b2 . . . em que bi = 1 ⇔ i ∈ B, para todo i ∈ N.Essa sequencia e mapeada na representacao binaria 0,b0b1b2 . . . de um numeroreal do intervalo (0, 1); tal funcao e injetora (verifique).
 Que |(0, 1)| ≤ |2N|: defina f(0.d1d2d3, . . . ) = {10d1, 102d2, 103d3, . . . } e verifiqueque f e injetiva.
 Sob a hipotese do contınuo ℵ1 = |R|.
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7.4 Conjuntos enumeraveis
 O conjunto A e dito enumeravel se e finito ou se tem a mesma cardinalidade de N,isto e |A| = |N| de modo que A = {f(1), f(2), . . . }. N, Z e Q sao enumeraveis. Rnao e enumeravel.
 Uma duvida que pode surgir nesse momento e saber se vale a lei de tricotomia paracardinalidades, ou seja, para quaisquer A e B, ou |A| < |B|, ou |A| = |B|, ou|B| < |A|. De fato, vale tal lei se assumirmos que vale o axioma da escolha. Nessecaso, vale que para qualquer conjunto A
 1. se |A| < |N| entao A e finito e enumeravel;
 2. se |A| = |N| entao A e infinito e enumeravel;
 3. se |A| > |N| entao A e infinito e nao enumeravel.
 Demonstracao do Teorema de Cantor–Bernstein–Schroder (opcional): An-
 tes de demonstrar o teorema vamos adotar a seguinte convencao notacional: AX
 =X \ A.
 Demonstracao. Sejam A e B conjuntos tais que |A| ≤ |B| e |B| ≤ |A| e vamos mostrarque |A| = |B|. Sejam f : A → B e g : B → A funcoes injetivas, que existem porhipotese. Vamos mostrar que existe uma bijecao h : A→ B.
 Definimos, para todo X ⊂ A
 F (X) = A \ g(B \ f(X)) = A \ g(f(X)
 B)
 = g(f(X)
 B)A
 onde f(X) e o subconjunto de B formado pela imagem dos elementos de X. Vamosmostrar que existe A0 ⊂ A tal que F (A0) = A0. Primeiro, notemos que par uma
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sequencia qualquer (Ai : i ≥ 1) de subconjuntos de A temos
 F
 (⋂i≥1
 Ai
 )= g
 (f(⋂i≥1Ai)
 B)A
 por definicao
 = g(⋂
 i≥1 f(Ai)B)A
 pois f e injetiva
 = g(⋃
 i≥1 f(Ai)B)A
 por De Morgan
 =⋃i≥1 g
 (f(Ai)
 B)A
 pois g e injetiva
 =⋂i≥1 g
 (f(Ai)
 B)A
 por De Morgan
 =⋂i≥1 F (Ai) por definicao de F.
 TomemosA0 = A ∩ F (A) ∩ F 2(A) ∩ F 3(A) ∩ · · ·
 onde F n(A) = F (F n−1(A)) donde temos
 F (A0) = F(A∩F (A)∩F 2(A)∩F 3(A)∩· · ·
 )= F (A)∩F (F (A))∩F (F 2(A))∩F (F 3(A))∩· · ·
 logo F (A0) = F (A)∩F 2(A)∩F 3(A)∩F 4(A)∩· · · = A0 pois A ⊃ F (A) ⊃ F 2(A) ⊃ · · · .
 Desse modo h : A→ B dado por
 h(x) =
 {f(x), se x ∈ A0
 g−1(x), caso contrario, isto e x ∈ g(f(A0)
 B) (39)
 e uma bijecao. Que e sobrejetiva: seja y ∈ B. Se y ∈ f(A0), entao y = f(x) para
 x ∈ A0, portanto y = h(x); senao, y 6∈ f(A0), ou seja y ∈ f(A0)B
 , logo g(y) 6∈ A0
 logo h(g(y)) = g−1(g(y)) = y, portanto h e sobrejetora. Que e injetiva: sejamx, y ∈ A com x 6= y. A demonstracao segue em tres casos; (i) se x, y ∈ A0 entaoh(x) = f(x) 6= f(y) = h(y); (ii) se x ∈ A0, entao h(x) = f(x) ∈ f(A0), e se y 6∈ A0,
 ou seja y ∈ g(f(A0)
 B)
 , entao h(y) = g−1(y) ∈ g−1(g(f(A0)
 B))
 = f(A0)B
 , portanto
 h(x) 6= h(y); (iii) se x, y 6∈ A0 entao h(x) = g−1(x) 6= g−1(y) = h(y). Em todos oscasos h(x) 6= h(y), logo h e injetora.
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8 Aula de exercıcios e avaliacao
 1. Prove ou de contraexemplo: Para todos A, B e C conjuntos, A ⊆ B se, esomente se, C \B ⊆ C \ A.
 2. Prove ou de contraexemplo: Para todo R1 e todo R2, se R1 e R2 sao relacoes deequivalencia sobre um conjunto A entao R1 ∩R2 e uma relacao de equivalenciasobre A.
 3. Defina conjunto infinito e prove usando inducao que A e infinito se, e somentese, |A| ≥ n para todo n ∈ N.
 4. Prove usando inducao em n que se A1, . . . , An sao conjuntos dois-a-dois disjuntosentao
 |A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An| = |A1|+ |A2|+ · · ·+ |An|.
 5. Sejam A1, A2, . . . , An conjuntos finitos e nao vazios. Prove usando inducao que∣∣A1 × A2 × · · · × An∣∣ =
 ∣∣A1
 ∣∣ · ∣∣A2
 ∣∣ · · · ∣∣An∣∣6. Seja A um conjunto totalmente ordenado pela relacao de ordem 4 e seja B um
 conjunto totalmente ordenado pela relacao de ordem E. Uma funcao f : A→ Be crescente sse
 para todos x e y pertencentes a A, x ≺ y ⇒ f(x) C f(y).
 Uma funcao crescente de A em B e injetiva? Justifique (de uma prova ou umcontraexemplo).
 7. Prove o princıpio multiplicativo exibindo uma bijecao entre{
 1, 2, . . . , |A| · |B|}
 e A×B.
 8. Sejam A um conjunto nao vazio, P o conjunto de todas as particoes de A e Ro conjunto de todas as relacoes de equivalencia sobre A.
 Prove que f : R→ P dada por f(R) = {[a]R : a ∈ A} para todo R ∈ R e umafuncao bijetiva.
 9. Prove que se uma ordem parcial (A,4) tem elemento maximo entao ele e unico.
 10. Prove que se uma ordem parcial (A 4) tem elemento mınimo entao ele e unico.
 11. Considere (Z−,4) com a 4 b se, e somente se, |b| ≤ |a|.(Z−,4) e uma ordem parcial?
 (Z−,4) e uma ordem total?
 (Z−,4) e uma boa-ordem?
 Justifique as respostas.
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12. Considere a relacao 4 sobre Z− definida por a 4 b se, e somente se, |b| ≤ |a|.(Z−,4) e uma boa-ordem? Justifique a resposta.
 13. Prove que uma relacao R sobre A e antissimetrica se e somente se R ∩ R−1 ⊆{(a, a) : a ∈ A}.
 14. (Bonus) Prove que todo conjunto infinito contem um subconjunto infinito enu-meravel.
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9 Princıpios de contagem: combinatoria
 Uma interpretacao para o princıpio aditivo e: suponha que o evento E pode ocorrern maneiras e o evento F de m maneiras distintas das outras n. Entao, o numero demaneiras de ocorrer o evento “E ou F” e n + m. No caso geral, se A1, . . . , An saoconjuntos dois-a-dois disjuntos entao
 |A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An| = |A1|+ |A2|+ · · ·+ |An|.
 Por exemplo, ha quantas possibilidades de escolher um inteiro entre 1 e 16 que emultiplo de 3 ou de 7? Devemos determinar a cardinalidade do conjunto de inteirosentre 1 e 16 que sao multiplos de 3 ou multiplos de 7, tais conjuntos sao disjuntos poismmc(3, 7) = 21. Os multiplos de 3 sao cinco, os multiplos de 7 sao dois, portanto, osmultiplos de ambos sao 5 + 2 = 7. O evento multiplo de 3 ou multiplo de 7 ocorre de7 modos distintos.
 Teorema 43 (Princıpio de Inclusao–Exclusao). Se E e F sao conjuntos finitos(nao necessariamente disjuntos) entao
 |E ∪ F | = |E|+ |F | − |E ∩ F |. (40)
 Demonstracao. Sejam E e F conjuntos finitos. Podemos escrever E ∪ F como aseguinte uniao de subconjuntos disjuntos (verifique)
 E ∪ F = (E \ F ) ∪ (F \ E) ∪ (E ∩ F )
 portanto, pelo princıpio aditivo
 |E ∪ F | = |E \ F |+ |F \ E|+ |E ∩ F |. (41)
 Tambem podemos escrever E como uma uniao disjunta (verifique)
 E = (E \ F ) ∪ (E ∩ F )
 portanto |E| = |E \ |+ |E ∩ F | donde deduzimos
 |E \ F | = |E| − |E ∩ F | (42)
 Analogamente,|F \ E| = |F | − |E ∩ F | (43)
 Finalmente, substituindo (42) e (43) em (41) |E ∪ F | = |E|+ |F | − |E ∩ F |.
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Por exemplo, o numero de possıveis resultados que sao multiplo de 2 ou de 3 nolancamento de uma dado e dado por: os multiplos de 2 definem o subconjunto E ={2, 4, 6}, os multiplos de 3 definem o subconjunto F = {3, 6}, portanto,
 |E ∪ F | = |E|+ |F | − |E ∩ F | = 4. (44)
 Exercıcio 37. Prove que se A, B e C sao conjuntos finitos entao
 |A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |B ∩ C| − |A ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|. (45)
 Exemplo: Em uma academia de arte, ha 43 estudantes que tomam aula de ceramica,57 estudantes que fazem pintura e 29 estudantes que tomam aula de escultura. Ha10 alunos em ceramica e pintura, 5 em pintura e escultura, 5 em ceramica e esculturae 2 tendo todos os tres cursos. Quantos alunos alunos estao fazendo pelo menos umcurso na academia de arte? Vamos indicar por C, P e E os conjuntos de alunos quefazem ceramica, pintura e escultura, respectivamente. Queremos calcular |C∪P ∪E|.Aplicamos inclusao–exclusao: |C ∪ P ∪ E| = |C| + |P | + |E| − |C ∩ P | − |P ∩ E| −|C ∩ E|+ |C ∩ P ∩ E| = 111.
 Exercıcio 38. De quantas maneiras podemos escolher um numero em {1, 2, . . . , 100}que nao e divisıvel por 2, 3 ou 5?
 Teorema 44 (Princıpio da Casa dos Pombos). Sejam E e F conjuntos finitosnao vazios. Se existe funcao f : E → F injetiva entao |E| ≤ |F |.
 Antes de demonstrar esse resultado definimos a imagem inversa de y ∈ F pelafuncao f como o conjunto
 f−1(y) = {x ∈ E : f(x) = y}
 e notemos que se f for sobrejetiva entao f−1(y) 6= ∅ para todo y ∈ F ,e se f for injetivaentao |f−1(y)| ≤ 1 para todo y ∈ F .
 Demonstracao. Sejam E e F 6= ∅ conjuntos finitos. Suponha que que f : E → F sejauma funcao injetiva.
 Se F e finito, entao existe h : Im → F para algum m ∈ N , de modo que
 F = {h(1), h(2), . . . , h(m)}.
 Se f : E → F e funcao entao E e a uniao
 E = f−1(h(1) ) ∪ f−1(h(2) ) ∪ · · · ∪ f−1(h(m) )
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de conjuntos disjuntos dois-a-dois. Ademais, se f injetiva entao |f−1(h(i) )| ≤ 1 paratodo i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Pelo princıpio aditivo
 |E| = |f−1(h(1) )|+ |f−1(h(2) )|+ · · ·+ |f−1(h(m) )|
 Pela injetividade
 |f−1(h(1) )|+ |f−1(h(2) )|+ · · ·+ |f−1(h(m) )| ≤ m
 portanto |E| ≤ |F |.
 Corolario 45. Sejam E e F conjuntos finitos nao vazios. Se |F | < |E| entao paratoda f : E → F existe y ∈ F tal que
 |f−1(y)| ≥ |E||F |
 .
 Demonstracao. Seguindo a demonstracao do teorema, se nao existe tal y entao
 |E| = |f−1(h(1) )|+ |f−1(h(2) )|+ · · ·+ |f−1(h(m) )| < |F | |E||F |
 que e uma contradicao.
 Exemplo: Dado n ∈ N, existem numeros inteiros positivos a e b, com um a 6= b, talque na − nb e divisıvel por 10. Considere os seguintes 11 numeros
 n1 n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8 n9 n10 n11
 como ha 10 possibilidades para o algarismo da unidade, a saber {0, 1, 2, . . . , 9}, doisdesses numeros, digamos na e nb com a 6= b, termina com o mesmo algarismo de modoque na − nb e divisıvel por 10.
 Exercıcio 39. Se cinco pontos sao distribuıdos num quadrada de lado 1 entao hadois deles cuja distancia e no maximo
 √2/2.
 Exemplo: Em qualquer escolha de mais que n numeros do conjunto {1, 2, . . . , 2n} umdos escolhidos sera multiplo de um outro escolhido. Se r ∈ {1, 2, . . . , 2n} entao, peloteorema fundamental da aritmetica, esse numero pode ser escrito de forma unica comor = 2at com a, t naturais e t ımpar. Se t e ımpar, entao t ∈ {1, 3, 5, 7, . . . , 2n − 1}.Entao, em mais que n numeros dois deles terao o mesmo divisor ımpar, digamosr = 2at e s = r = 2bt. O maior deles e multiplo do menor.
 Exercıcio 40. Em qualquer escolha de mais que n numeros do conjunto {1, 2, . . . , 2n}haverao dois deles primos entre si.
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Uma interpretacao para o princıpio multiplicativo e: se um evento pode ser des-crito em duas etapas de modo que ha n desfechos possıveis para a 1a etapa e ha mdesfechos possıveis para a 2a etapa, entao o numero de possıveis desfechos para oevento e n ·m.
 De um modo geral, se E1, . . .Er representam r etapas de evento composto, entao onumeros de modos distintos de realizar o evento e∣∣∣∣∣
 r∏i=1
 Ei
 ∣∣∣∣∣ = |E1| · |E2| · · · |Er| (46)
 que pode ser demonstrado usando princıpio da inducao.
 Exercıcio 41. Uma placa de carro e uma sequencia de 3 letras seguidas por 4 dıgitos.Qual e a quantidade de placas distintas que podemos obter?
 Esboco de solucao. Ei = {A,B, . . . , Z} para i = 1, 2, 3.
 Ei = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} para i = 4, 5, 6, 7.∣∣∏8i=1Ei
 ∣∣ = 26 · 26 · 26 · 10 · 10 · 10 · 10 = 263104 = 175.760.000.
 Exemplo: Cada posicao da memoria (celula de memoria) de um computador tem umendereco que e uma sequencia binaria. As arquiteturas com processadores 32-bits temcapacidade para enderecamento de 232 = 4.294.967.296 posicoes de memoria, aproxi-madamente 4 Gigabytes. As arquiteturas com processadores 64-bits tem capacidadepara enderecamento de
 264 = 18.446.744.073.709.551.616
 posicoes de memoria, aproximadamente 16 Exabytes (16 milhoes de Terabytes). Su-ponhamos que um dispositivo de 1 Gigabyte ocupe um dispositivo de dimensoes1 mm × 1 mm × 1 mm. Para guardar 16 Exabytes precisarıamos de uma quarto dedimensoes 2,5 m× 2,5 m× 2,5 m.
 A seguir destacamos alguns casos particulares do princıpio multiplicativo. Essenci-almente sao dois tipos de listas: arranjos e combinacoes. Nos arranjos a ordem doselementos importa e nas combinacoes a ordem nao importa.
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9.1 Arranjos
 Quantas palavras (sequencias) de 3 letras distintas do alfabeto latino podem serformadas? Como o alfabeto tem 26 letras, pelo princıpio multiplicativo sao 26 ·25 ·24palavras.
 Definicao 27. Um arranjo simples de r elementos tomados de um conjunto A den elementos (r ≤ n) e uma sequencia (a1, a2, . . . , ar) de elementos nao repetidos deA. A quantidade de arranjos simples de r elementos tomados de um conjunto de nelementos (r ≤ n) e o numero (n)r dado por
 (n)r = n(n− 1)(n− 2) · · · (n− r + 1) (47)
 Quando e permitido repeticao dizemos arranjo com repeticao que e um caso particulardo Princıpio Multiplicativo com todos os conjuntos iguais. A quantidade de arranjoscom repeticao de r elementos tomados de um conjunto de n elementos e o numeronr.
 Por arranjo nos referimos a arranjo simples. Alguns textos usam a notacao A(n, r)para (n)r.
 Exemplo: De quantas maneiras podemos escolher um inteiro entre 000 e 999 (inclu-sive e com 3 dıgitos) com todos os dıgitos distintos? O conjunto tem 1.000 elementose a quantidade deles sem dıgitos repetidos e (10)3 = 10 · 9 · 8 = 720.
 Paradoxo do aniversario: Com que probabilidade ocorre que num grupo com 25pessoas 2 ou mais pessoas facam aniversario no mesmo dia? O aniversario de 25pessoas pode ocorrer de 36525 modos diferentes. O aniversario de 25 pessoas semque nenhum deles coincida pode ocorrer de (365)25 modos diferentes. Portanto, ha36525 − (365)25 possibilidades diferentes para o aniversario de 25 pessoas com pelomenos duas aniversariando no mesmo dia; a probabilidade desse evento e
 36525 − (365)2536525
 = 1− (365)2536525
 > 0,56.
 Com 55 pessoas a probabilidade e maior que 98%.
 Exercıcio 42. Sejam A e B conjuntos finitos com |A| ≤ |B|. Ha quantas funcoesinjetivas de A em B? E quantas sao as funcoes de A em B?
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Permutacao
 Exemplo: De quantas maneiras diferentes 8 alunos podem se sentar numa sala com8 cadeiras? O primeiro aluno tem 8 opcoes, o segundo tem 7, o terceiro tem 6, oquarto tem 5, o quinto tem 4, o sexto tem 3, o setimo tem 2 e para o oitavo resta 1opcao. Logo ha 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 40320 maneiras dos 8 alunos sentarem nas 8cadeiras.
 O caso de arranjo simples com r = n e uma permutacao. Quantas palavras com letrasdistintas podem ser formadas com as letras a, b e c? Pelo princıpio multiplicativo sao3 · 2 · 1 = 6 palavras.
 Definicao 28. Uma permutacao de elementos de um conjuntos A e uma sequenciade elementos de A. O numero de permutacoes dos elementos de um conjunto de n ≥ 0elementos e
 0! = 1
 n! = n(n− 1)! se n ≥ 1.
 Exemplo: O numero de permutacoes possıveis com as letras a, b, c, d e e e 5! = 120.O numero de permutacoes possıveis com as letras a, b, c, d, e e f e 6!6 · 5! = 720.
 Exemplo: A quantidade de permutacoes que podem ser formadas com as letras dapalavra livros e 6! = 720. A quantidade de permutacoes que podem ser formadascom as letras da palavra teclado e 7! = 5.040. A quantidade de permutacoes quepodem ser formadas com as letras da palavra discreta e 8! = 40.320. A quantidadede permutacoes que podem ser formadas com as letras da palavra universal e 9! =362.880. A quantidade de permutacoes que podem ser formadas com as letras dapalavra pernambuco e 10! = 3.628.800. A quantidade de permutacoes que podem serformadas com as letras da palavra seminublado e 11! = 39.916.800. A quantidadede permutacoes que podem ser formadas com as letras da palavra configuravel e12! = 479.001.600.
 Perceba que o fatorial cresce bastante rapido com n:
 11! e mais que a quantidade de segundos que passam em 1 ano.12! e mais que a quantidade de segundos que passam em 12 anos.13! e mais que a quantidade de segundos que passam em 100 anos.
 Notemos que
 (n)r =n!
 (n− r)!. (48)
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Permutacao com repeticao
 Exercıcio 43. Qual e o numero de permutacoes distintas com as letras da palavraana?
 Solucao. Sao 3! permutacoes de 3 sımbolos, mas ha permutacoes que dao origem a
 mesma sequencia. As seis permutacoes de ana sao:
 ana ana aan aan naa naa
 em cada duas permutacoes a palavra e a mesma, so muda a ordem da letra repetida,portanto sao
 3!
 2!= 3
 permutacoes distintas.
 Exercıcio 44. Qual e o numero de permutacoes distintas com as letras da palavrabala?
 Solucao. da mesma maneira, das 4! permutacoes as 2! permutacoes que troca a ordemda letra igual e deixam as outras letras na mesma posicao da sequencia geram a mesmapalavra, portanto sao
 4!
 2!= 12
 permutacoes distintas.
 Exercıcio 45. Qual e o numero de permutacoes distintas com as letras da palavrabanana?
 Solucao. Sao 6! permutacoes de 6 sımbolos. Mas agora ha permutacoes que diferem
 apenas na ordem das letras a ou das letras n e dao origem a mesma sequencia, por
 exemplo:
 banana banana banana banana
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sao permutacoes diferentes que determinam a mesma sequencia. As 3! permutacoesdas letras a sao indistinguıveis, assim como as 2! da letras n, portanto, ha
 6!
 3!2!= 60
 permutacoes distintas.
 Exercıcio 46. Um sinal e composto por nove bandeiras alinhadas. Quantos sinaisdiferentes e possıvel formar quando ha disponıveis 4 bandeiras brancas, tres bandeirasvermelhas e duas bandeiras azuis? Bandeiras da mesma cor sao identicas.
 Esboco de solucao. 9!4!3!2!
 = 1.260.
 Definicao 29. No caso de permutacoes com repeticao de objetos, se sao n objetos nototal, com r tipos de objetos distintos e ki objetos do tipo i (1 ≤ i ≤ r, n = k1+· · ·+kr)entao temos n! permutacoes donde descontamos as ki! permutacoes de objetos domesmo tipo resultando (
 n
 k1, k2, . . . , kr
 )=
 n!
 k1!k2! · · · kr!(49)
 Mao de bridge: Numa mao de Bridge as 52 cartas de um baralho embaralhadosao divididas igualmente entre 4 jogadores. O numero de modos distintos com queisso e feito pode ser calculado da seguinte forma: uma distribuicao de cartas corres-ponde a uma sequencia de 52 objetos, os 13 primeiros objetos da sequencia sao ascartas do primeiro jogador, os 13 seguintes do segundo jogador, os proximos 13 doterceiro e os 13 ultimos objetos da sequencia sao as cartas do quarto jogador. Ha 52!sequencias distintas de cartas. Entretanto, dessas 52! temos que, para cada jogador,13! permutacoes correspondem a mesma sequencia de cartas em sua mao, portanto,sao (
 52
 13, 13, 13, 13
 )= 53.644.737.765.488.792.839.237.440.000
 modos distintos de distribuir as cartas, ou maos diferentes de inıcio de jogo.
 Exercıcio 47. Se numa mao de Bridge as 52 cartas de um baralho sao divididasigualmente e aleatoriamente entre 4 jogadores. Com que probabilidade cada jogadorrecebe um as?
 Solucao. Os 4 ases podem ser distribuıdos de 4! modos distintos entregando um paracada jogador. As 48 cartas restantes sao distribuıdas pelos jogadores de
 (48
 12,12,12,12
 )
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maneiras distintas. Pelo princıpio multiplicativo sao 4!(
 4812,12,12,12
 )modos distintos de
 os jogadores receberem um as cada. Portanto a probabilidade e
 4!(
 4812,12,12,12
 )(52
 13,13,13,13
 )que vale aproximadamente 0,0044.
 Exercıcio 48. Quantos sao as permutacoes das letras da palavra MATEMATICA?
 Permutacao circular
 De quantos modos 5 criancas podem formar uma roda de ciranda? As rodas abcde,eabcd e deabc, por exemplo, sao iguais pois importa apenas a posicao relativa entreas criancas. Assim cada roda pode ser girada de cinco maneiras e a resposta corretae 5!/5 = 4! = 24
 Definicao 30. O numero de permutacoes circulares de n objetos distintos, se consi-deramos equivalentes disposicoes que possam coincidir por rotacao, e igual a
 (PC)n =n!
 n
 Aproximacao de Stirling
 Duas sequencias de numeros an e bn sao assintoticamente iguais e escrevemos an ∼ bn,se
 limn→∞
 anbn
 = 1.
 Frequentemente, e muito util quanto trabalhamos com fatoriais a seguinte igualdadeassintotica conhecida como formula de Stirling
 n! ∼ nne−n√
 2πn (50)
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n n! stirling1 1 0.9221372 2 1.9190043 6 5.836217 5040 4980.39610 3628800 359869620 2.432902e+ 18 2.422787e+ 1850 3.041409e+ 64 3.036345e+ 6475 2.480914e+ 109 2.478159e+ 109100 9.332622e+ 157 9.324848e+ 157142 2.695364e+ 245 2.693783e+ 245
 9.2 Combinacoes
 Tomemos um arranjo de r elementos escolhidos de um conjunto com n elementos. Aquantidade de arranjos que tem os mesmos r elementos e r! pois a unica diferenca entreeles e a ordem com que se apresentam os r elementos. Por exemplo, se selecionamossequencialmente e sem reposicao 3 cartas de um baralho entao temos 52 · 51 · 50arranjos distintos, um dos quais e (♥K,♣5,♦Q). Agora, se selecionamos tres cartasde uma so vez as 3! permutacoes de (♥K,♣5,♦Q) correspondem a mesma selecao.A quantidade de selecoes distintas e
 52 · 51 · · · 50
 3!=
 52!
 49!3!.
 Exercıcio 49. Seja A um conjunto com n elementos. Dado k, 0 ≤ k ≤ n, quantossubconjuntos de cardinalidade k estao contidos em A?
 Solucao. Denote por S(k, n) a quantidade de subconjuntos de cardinalidade k estaocontidos em A.
 Um unico subconjunto de tamanho k determina k! arranjos de k elementos de A.Subconjuntos distintos determinam arranjos distintos, portanto, S(k, n) · k! = (n)k,ou seja
 S(k, n) =(n)kk!
 Usando (48)
 S(k, n) =n!
 k!(n− k)!
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Definicao 31. Uma combinacao de r elementos escolhidos de um conjunto A comn elementos e simplesmente um subconjunto com r elementos de A. A quantidade desubconjuntos de A com r elementos, para 0 ≤ r ≤ n, e o coeficiente binomial(
 n
 r
 )=
 n!
 r!(n− r)!.
 Convencionamos que(ab
 )= 0 se a < b.
 Exemplo (Mega-Sena): O jogo de apostas consiste em acertar 6 dezenas esco-lhidas dentre 60. O numero de possıveis resultados distinto para a Mega-Sena e(606
 )= 50.063.860. Se uma aposta em seis numeros demorar 1 segundo para ser re-
 gistrada, entao registrar 50.063.860 demoraria um ano e meio, aproximadamente. Aprobabilidade de acertar os seis numeros e
 1(606
 ) =1
 50.063.860≈ 2× 10−8.
 A chance1 de morrer por raio no Brasil em 2010 era 0,8× 10−6 (40 vezes maior).
 Exemplo: Numa populacao com n elementos, n1 sao azuis e n2 = n−n1 sao verdes.De quantas maneiras podemos escolher k elementos com r deles azuis? (0 ≤ r ≤min{n1, k}) O numero de maneiras de escolher k − r verdes e
 (n2
 k−r
 ). O numero
 de maneiras de escolher r azuis e(n1
 r
 ). Pelo Princıpio Multiplicativo, o numero de
 maneiras de escolher r azuis e k − r verdes e(n2
 k−r
 )(n1
 r
 ).
 Exercıcio 50. Prove que a seguinte identidade
 i
 (n
 i
 )= n
 (n− 1
 i− 1
 ). (51)
 Exercıcio 51. Tres bolas sao retiradas aleatoriamente de uma caixa com 6 bolasbrancas e 5 bolas pretas. Com que probabilidade a escolha resulta em 1 branca e 2pretas?
 Solucao. No total sao 13 bolas das quais escolhemos 3. O numero de possıveis resul-tados e
 (133
 ). “6 bolas brancas e 5 bolas pretas” ocorre de
 (61
 )(52
 )modos diferentes,
 pelo exercıcio anterior. Portanto a probabilidade e(61)(
 52)
 (133 )
 .
 1esse numero e uma media no sentido de que considera que todos tem a mesma chance deser atingido, o que nao e real. [http://www2.uol.com.br/sciam/reportagens/os_numeros__surpreendentes__de_mortes_por_raios_no_brasil.html]
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Combinacao com repeticao
 Se escolhemos uma peca de domino ao acaso, com que probabilidade obtemos ?
 As pecas de dominos sao formadas por dois numeros tomados dos numeros de 0 a 6podendo haver repeticao. Os dominos com pares de numeros diferentes sao
 (72
 )= 21,
 mais os 7 pares repetidos resultam em 28 pecas de dominos, portanto, sao 28 com-binacoes de 2 objetos tomados dentre 7 com repeticao. Essa estrategia de contagemnao e facilmente generalizavel, o leitor pode tentar contar o numero de pecas de do-minos de 5 pontas com 16 possıveis numeros diferentes, o resultado devera ser 15.504.
 A resposta para o caso geral: dentre n objetos, queremos selecionar r podendo haverrepeticao e sem considerar ordem. Isso pode ser feito de(
 n+ r − 1
 r
 )(52)
 maneiras diferentes. No caso dos dominos, por exemplo, sao 7 numeros dos quaisselecionamos 2, podendo repetir numero(
 7 + 2− 1
 2
 )=
 (8
 2
 )=
 8!
 6!2!= 36.
 Uma maneira de modelar combinacao com repeticao para deduzir equacao (52) e es-crever uma equacao com uma indeterminada para cada um dos n objetos, x1, x2, . . . , xn.A variavel xi indica quantas vezes o i-esimo objeto sera selecionado, portanto x1 +x2 + · · · + xn = r. Assim, o numero combinacoes com repeticao e a quantidade desolucoes inteiras de
 x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn = r com xi ∈ {0, 1, 2, . . . } para todo i. (53)
 Solucoes inteiras de equacoes lineares
 Vamos comecar com um caso simples, estudaremos o numero de solucoes de
 x1 + x2 + x3 = 6 com xi ∈ {1, 2, . . . } para todo i. (54)
 Escrevemos1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 6 (55)
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e uma solucao da equacao (54) corresponde a escolha de 2 operadores + dentre os 5escritos na equacao acima; por exemplo, se usamos ⊕ para representar as escolhas
 1 + 1︸ ︷︷ ︸x1
 ⊕ 1 + 1 + 1︸ ︷︷ ︸x2
 ⊕ 1︸︷︷︸x3
 = 6 (56)
 corresponde a x1 = 2, x2 = 3 e x3 = 1, e
 1 + 1︸ ︷︷ ︸x1
 ⊕ 1 + 1︸ ︷︷ ︸x2
 ⊕ 1 + 1︸ ︷︷ ︸x3
 = 6 (57)
 corresponde a x1 = 2, x2 = 2 e x3 = 2. Portanto essa equacao tem(52
 )solucoes em
 Z+.
 Agora, estudaremos o numero de solucoes de
 x1 + x2 + x3 = 6 com xi ∈ {0, 1, 2, . . . } para todo i. (58)
 Notemos que uma solucao (x1, x2, x3) = (x, y, z) inteira e positiva da equacao x1 +x2+x3 = 6+3 determina uma unica solucao inteira e nao-negativa (x−1, y−1, z−1)da equacao x1 + x2 + x3 = 6 e vice-versa, ou seja, as equacoes
 x1 + x2 + x3 = 6 + 3 com xi ∈ {1, 2, 3, . . . } para todo i.
 x1 + x2 + x3 = 6 com xi ∈ {0, 1, 2, 3, . . . } para todo i.
 tem o mesmo numero de solucoes.
 De volta ao problema que gerou essa discussao: o numero de maneiras de selecionarr objetos, podendo haver repeticao, dentre n objetos e igual ao numero de solucoesinteiras da equacao (53), que e o mesmo numero de solucoes inteiras de
 x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn = n+ r com xi ∈ {1, 2, . . . } para todo i. (59)
 consideramos 1+1+1+ · · ·+1 = n+r e dos n+r−1 operadores + escolhemos n−1,ou seja, sao
 (n+r−1n−1
 )solucoes inteiras. Finalmente, a equacao (52) segue do seguinte
 exercıcio
 Exercıcio 52. Verifique que vale(n+ r − 1
 r
 )=
 (n+ r − 1
 n− 1
 )(60)
 para todo n e todo r para os quais os coeficientes binomiais estao definidos.
 A quantidade de maneiras diferentes de selecionarmos r elementos de um conjuntode n elementos e,
 com repeticao sem repeticaocom ordem nr (n)rsem ordem
 (n+r−1
 r
 ) (nr
 )94
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9.3 Binomio de Newton
 Se A e um conjunto com n elementos entao a quantidade de subconjuntos de A decardinalidade r e o numero de maneiras distintas que podemos selecionar r elementosdentre os n do conjunto, isto e, sao
 (nr
 )subconjuntos, como ha 2n subconjuntos de A
 concluımos quen∑r=0
 (n
 r
 )= 2n (61)
 Esse fato e consequencia, tambem, de um resultado mais geral conhecido como Teo-rema Binomial.
 Teorema 46 (Teorema Binomial). Para todo n > 0, vale
 (x+ y)n =n∑r=0
 (n
 r
 )xryn−r.
 Fazendo x = y = 1 temos a equacao (61).
 Vejamos como o produto de desenvolve para valores pequenos de n
 (x+ y)(x+ y) = (x+ y)x+ (x+ y)y
 = xx+ yx+ xy + yy
 (x+ y)(x+ y)(x+ y) = (x+ y)(xx+ yx+ xy + yy)
 = (x+ y)xx+ (x+ y)yx+ (x+ y)xy + (x+ y)yy
 = xxx+ yxx+ xyx+ yyx+ xxy + yxy + xyy + yyy
 (x+ y)(x+ y)(x+ y)(x+ y) = (x+ y)(xxx+ yxx+ xyx+ yyx+ xxy + yxy + xyy + yyy)
 = xxxx+ xyxx+ xxyx+ xyyx+ xxxy + xyxy + xxyy + xyyy
 + yxxx+ yyxx+ yxyx+ yyyx+ yxxy + yyxy + yxyy + yyyy
 Assim, (x+ y)n =(x+ y)(x+ y) · · · (x+ y) (62)
 com n ocorrencias de (x + y). Desenvolvendo o produto temos uma soma em quecada termo e da forma xryn−r, para 0 ≤ r ≤ n. Para cada r o coeficiente de xryn−r
 e o numero de maneiras de escolher o x de r fatores da equacao (62) (para o y, dosn− r fatores restantes). O numero de maneiras de escolher r fatores dentre n e
 (nr
 ),
 portanto
 (x+ y)n =n∑r=0
 (n
 r
 )xryn−r. (63)
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Coeficiente multinomial
 De volta ao exemplo mao de bridge, se dividimos a tarefa de distribuir as cartasem 4 etapas, cada etapa seleciona 13 cartas para um jogador, entao pelo princıpiomultiplicativo o numero de maneiras distintas de distribuir as cartas no jogo de bridgee (
 52
 13
 )(52− 13
 13
 )(52− 13− 13
 13
 )(52− 13− 13− 13
 13
 )=
 (52
 13, 13, 13, 13
 )(64)
 Com raciocınio analogo ao feito para o Teorema Binomial,
 (x+ y + z)n =∑
 r1+r2+r3=n
 (n
 r1, r2, r3
 )xr1yr2zr3 . (65)
 e, de modo geral,
 Teorema 47 (Teorema Multinomial). Para todo n > 0, vale
 (x1 + x2 + · · ·+ xk)n =
 ∑r1+r2+···+rk=n
 (n
 r1, r2, . . . , rk
 )xr11 x
 r22 · · ·x
 rkk .
 de modo que(
 nr1,r2,...,rk
 )e conhecido como coeficiente multinomial.
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10 Funcoes geradoras
 De quantas maneiras distintas podemos lancar uma dado quatro vezes de modo queos resultados somam 14?
 O resultado do primeiro lancamento e representado por um polinomio
 x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 (66)
 O sımbolo x aqui e chamado de indeterminada, o que significa que nao e uma variavelque assume valores, seu unico papel e codificar uma enumeracao, neste papel elecontem duas informacoes: (1) as potencias de x representam as diferentes faces dosdados; (2) os coeficientes das potencias de x mostram o numero de ocorrencias decada face. Se o dado fosse defeituoso com faces 1,2,2,2,5,5 entao o polinomio seria
 x1 + 3x2 + 2x5
 Se o segundo lancamento e codificado pelo mesmo polinomio, entao o produto
 (x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6)(x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6) =
 x12 + 2x11 + 3x10 + 4x9 + 5x8 + 6x7 + 5x6 + 4x5 + 3x4 + 2x3 + x2
 e nesse polinomio axk significa que ha a maneiras de obtermos a soma k (pela maneiraque multiplicamos polinomio). Por exemplo, so ha uma maneira de obtermos 12, ecomo 6 + 6, ha 0 modos de obtermos soma 0 ou soma maior que 12, ha 3 maneirasde obter soma 4 (a saber 1 + 3, 2 + 2 e 3 + 1).
 Para responder a pergunta inicial, precisamos conhecer o coeficiente de x14 em
 (x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6)4
 que expandido e o polinomio
 x24+4x23+10x22+20x21+35x20+56x19+80x18+104x17+125x16+140x15+146x14+
 140x13 + 125x12 + 104x11 + 80x10 + 56x9 + 35x8 + 20x7 + 10x6 + 4x5 + x4
 portanto ha 146 maneiras diferentes de obter a soma 14.
 Exercıcio 53. Um pai generoso deseja dividir R$20,00 entre seus tres filhos de modoque cada um receba pelo menos R$5,00 e ninguem receba mais que R$10,00 e a quantiado filho mais velho e par. Quantas maneiras existem de fazer isso?
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Solucao. Procuramos pelo coeficiente de x20 no polinomio
 (x6 + x8 + x10)(x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10)2 =
 x30 + 2x29 + 4x28 + 6x27 + 9x26 + 12x25 + 13x24 + 14x23 + 13x22 + 12x21+
 9x20 + 6x19 + 4x18 + 2x17 + x16
 portanto sao 9 maneiras.
 Exercıcio 54. Quantas solucoes inteiras tem x1 + x2 + x3 = 11 com x1 ∈ {1, 2, 3} ex2, x3 ∈ {4, 5}?
 Solucao. O coeficiente de x11 em (x1 + x2 + x3)(x4 + x5)(x4 + x5).
 Exercıcio 55. Imagine um paıs no qual ha apenas tres moedas: uma moeda de 1centavo, uma moeda de 2 centavos e uma moeda de 4 centavos. De quantas maneiraspodemos “trocar” 100 centavos?
 Solucao. Precisamos resolver a equacao a + 2b + 4c = 100 para numeros inteirosnao-negativos a, b, c. Fazemos isso encontrando o coeficiente de x100 no “polinomio”
 P (x) = (1 + x+ x2 + · · ·︸ ︷︷ ︸quantas moedas de 1
 ) · (1 + x2 + x4 + · · ·︸ ︷︷ ︸quantas moedas de 2
 ) · (1 + x4 + x8 + · · ·︸ ︷︷ ︸quantas moedas de 4
 )
 Podemos multiplicar os termos e com alguma perseveranca eventualmente encontra-mos o coeficiente de x100. Mas agora precisamos buscar um modo mais inteligentepara isso.
 Funcoes geradoras
 Definicao 32. Se a0, a1, a2, . . . e uma sequencia de numeros a funcao geradora (or-dinaria) dessa sequencia e a serie de potencias
 A(x) =∑n≥0
 anxn (67)
 O coeficiente an e denotado por[xn]A(x)
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Por exemplo,
 (1 + x)n =
 (n
 0
 )+
 (n
 1
 )x+ · · ·+
 (n
 n
 )xn (68)
 e funcao geradora da sequencia(n0
 ),(n1
 ), . . . ,
 (nn
 ), 0, 0, . . .
 1− xn+1
 1− x= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn (69)
 e funcao geradora da sequencia 1, 1, . . . , 1, 0, 0, 0 . . . (n+ 1 ocorrencias de 1); se con-siderarmos |x| < 1 e tomarmos o limite quando n→∞ em (69) obtemos
 1
 1− x= 1 + x+ x2 + x3 + · · · (70)
 e funcao geradora da sequencia constante 1, 1, 1, . . . . Tambem, sabemos que, porexemplo,
 ex = 1 +x
 1+x2
 2!+x3
 3!+ · · · (71)
 e funcao geradora da sequencia (1/n! : n ∈ N) e
 1√1− 4x
 =∑n≥0
 (2n
 n
 )xn (72)
 e funcao geradora da sequencia((
 2nn
 ): n ∈ N
 )e
 ln
 (1
 1− x
 )=∑n≥1
 1
 nxn (73)
 e funcao geradora da sequencia(1n
 : n ∈ N∗)
 sen(x) =∑n≥0
 (−1)n1
 2n+ 1 !x2n+1 (74)
 e funcao geradora da sequencia 1, −13!, 15!, −1
 7!, . . . , e
 cos(x) =∑n≥0
 (−1)n1
 2n !x2n (75)
 e funcao geradora da sequencia 1, −12!, 14!, −1
 6!, . . . .
 Em nossas aplicacoes (contagem) os coeficientes da serie (67) sao inteiros, porem todasas propriedades discutidas sao validas para numeros complexos. Ademais, A(x) em(67) so e uma funcao para os valores de x em que a serie converge.
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10.1 Sobre convergencia (opcional)
 A(x) =∑
 n≥0 anxn = a0 + a1x + a2x
 2 + · · · e uma serie de potencias formal, isto e,e um elemento de uma estrutura algebrica chamada anel das series formais, ondepodemos somar e multiplicar series formais. Ainda, foi dito que tal serie nao e umafuncao, como a notacao A(x) = · · · pode sugerir. Tambem foi dito que as vezes talserie e uma funcao! Como e isso entao?Considere a seguinte soma de n termos (que e uma soma de P.G.)
 Sn = 1 +1
 2+
 1
 4+ · · ·+ 1
 2n−1= 2− 1
 2n−1.
 Recorde-se da definicao de limite vista em Calculo e
 limn→∞
 Sn = 2.
 Uma soma com infinitas parcelas, como em 1 + 12
 + 14
 + · · · nao faz sentido selevarmos em conta a definicao usual de soma. Essa soma e chamada de serie e edefinida usando limite: Dada uma sequencia (an)n∈N formamos a sequencia (Sn)n∈N
 Sn = a0 + a1 + · · ·+ an−1,
 e dessa forma ∑n≥0
 an = limn→∞
 Sn.
 Quando o limite acima existe entao dizemos que a serie∑
 n≥0 an e convergente, casocontrario, isto e, se o limite nao existe, entao a serie e dita divergente. Por exemplo,
 1 +1
 2+
 1
 4+ · · · =
 ∑n≥0
 (1
 2
 )ne convergente,
 1 +1
 2+
 1
 3+ · · · =
 ∑n≥0
 1
 ne divergente.
 As series de funcoes mais importantes sao as do tipo∑n≥0
 an(x− c)n
 chamadas serie de potencias em torno do ponto c.
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Fazendo a transformacao de variaveis y = x− c, o caso geral das series de potenciasse reduz ao estudo das series para c = 0, ou seja em torno do 0,∑
 n≥0
 anxn.
 Um dos principais resultados sobre convergencia de series de potencias e o seguinte:
 Teorema 48. A serie de potencias∑
 n≥0 anxn ou converge apenas para x = 0 ou
 existe um numero real r > 0 tal que∑
 n≥0 anxn converge absolutamentea no intervalo
 (−r,+r) da reta e diverge fora do intervalo [−r,+r], e nos pontos +r e −r a seriepode divergir ou convergir.
 A serie de Taylor da funcao (analıtica) f em torno de c ∈ I e a serie de potencias
 ∑n≥0
 f (n)(c)
 n!xn,
 e pode acontecer de: (1) a serie divergir, ou (2) a serie convergir para f(c + x), ou(3) a serie convergir para algum outro numero.Na maioria das funcoes que estudamos no curso de Calculo acontece o segundo fato,felizmente. Aı temos, por exemplo, as seguintes series de Taylor em torno do 0:
 1
 1− x=
 ∑n≥0
 xn, se |x| < 1
 log1
 1− x=
 ∑n≥1
 xn
 n, se |x| < 1
 ex =∑n≥0
 xn
 n!, para todo x
 sen(x) =∑n≥0
 (−1)nx2n+1
 2n+ 1 !, para todo x
 cos(x) =∑n≥0
 (−1)nx2n
 2n !, para todo x
 e, agora, sao igualdades entre funcoes e nao definicao de objetos formais. Voce sabecomo a sua calculadora cientıfica calcula o valor do seno de um numero?
 aabsolutamente significa que∑
 n≥0 |anxn| converge, o que implica que∑
 n≥0 anxn converge. A
 reciproca nao e verdadeira.
 Nao nos preocuparemos com questoes de convergencia, embora seja relevante paraaplicar ferramentas do calculo, e podemos tratar a serie simbolicamente, como uma
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serie formal de potencias, que nos permite ignorar problemas de convergencia e ma-nipular series de potencias formais do mesmo modo como fazemos com polinomios.
 Notemos que se A(x) e funcao geradora de a0, a1, . . . entao para qualquer numero ca funcao A(cx) e funcao geradora de a0, a1c, a2c
 2, a3c3 . . . . Por exemplo
 1
 1 + x= 1− x+ x2 − x3 + · · · (76)
 e funcao geradora da sequencia 1,−1, 1,−1, 1 . . . pois de (70)
 1
 1 + x=
 1
 1− (−x)= 1 + (−x) + (−x)2 + (−x)3 + · · · = 1− x+ x2 − x3 + · · ·
 11−2x e funcao geradora da sequencia 1, 2, 4, 8, 16, . . . pois de (70)
 1
 1− (2x)= 1 + (2x) + (2x)2 + (2x)3 + · · ·
 Sejam A(x) =∑
 n≥0 anxn e B(x) =
 ∑n≥0 bnx
 n funcoes geradoras, definimos:
 deslocamento a direita xA(x) =∑n≥1
 an−1xn
 deslocamento a esquerdaA(x)− a0
 x=∑n≥0
 an+1xn
 diferenciacao A′(x) =∑n≥0
 (n+ 1)an+1xn
 integracao
 ∫ x
 0
 A(t)dt =∑n≥1
 an−1n
 xn
 adicao A(x) +B(x) =∑n≥0
 (an + bn)xn
 convolucao (produto) A(x)B(x) =∑n≥0
 ( ∑0≤k≤n
 akbn−k
 )xn
 somas parciaisA(x)
 1− x=∑n≥0
 ( ∑0≤k≤n
 ak
 )xn
 Por exemplo, se a0, a1, . . . tem funcao geradora f(x) entao xkf(x) e funcao geradorade 0, 0, . . . , 0, a0, a1, . . . com k ocorrencias de 0 no inıcio da sequencia. Em particular,0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, . . . tem funcao geradora x3
 1−x .
 Usando adicao e os exemplos dados acima
 1
 1− x+
 1
 1 + x=
 2
 1− x2(77)
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e funcao geradora da sequencia 2, 0, 2, 0, 2, . . . .
 Fibonacci: A sequencia de Fibonacci F0, F1, F2, . . . dada por F0 = 0, F1 = 1 eFn = Fn−1 + Fn−2 para todo n ≥ 2, ou seja,
 0, F0 + 1, F1 + F0, F2 + F1, F3 + F2
 e obtida da soma das tres sequencias
 0, 1, 0, 0, 0, 0, . . .
 0, F0, F1, F2, F3, . . .
 0, 0, F0, F1, F2, F3, . . .
 cujas funcoes geradoras sao, respectivamente, x, xF (x) e x2F (x), onde F (x) e afuncao geradora da sequencia de Fibonacci. Logo
 F (x) =x
 1− x− x2
 Teorema binomial estendido
 Definicao 33. Vamos definir (x)k para qualquer x ∈ R por
 (x)k = x(x− 1)(x− 2) · · · (x− k + 1)
 de modo que o coeficiente binomial estendido fica definido por(x
 k
 )=
 {(x)kk!
 se k > 0
 1 se k = 0.
 Por exemplo,(−2
 3
 )= −4 e
 (1/23
 )= 1/16 e para todo n ∈ N,
 (nk
 )= 0 se n < k.
 Notemos que se x ∈ Z+ entao(−xk
 )=−x(−x− 1)(−x− 2) · · · (−x− k + 1)
 k!
 =(−1)kx(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ k − 1)
 k!
 =(−1)k(x+ k − 1)!
 (x− 1)! k!= (−1)k
 (n+ k − 1
 k
 )
 103

Page 104
						
						

Teorema 49 (Teorema binomial estendido). Para todo x ∈ (−1, 1) e todo real u
 (1 + x)u =∑n≥0
 (u
 n
 )xn.
 Demonstracao. Omitimos, decorre da serie da Maclaurin para (1 + x)u.
 Com a definicao e teorema acima temos para k ∈ N
 (1 + x)−k =∑n≥0
 (−kn
 )xn =
 ∑n≥0
 (−1)n(k + n− 1
 k − 1
 )xn
 e
 (1− x)−k =∑n≥0
 (−kn
 )(−x)n =
 ∑n≥0
 (k + n− 1
 k − 1
 )xn
 10.2 Expansao de funcoes de geradoras
 Dada uma forma funcional para uma funcao geradora, gostarıamos de um mecanismopara encontrar a sequencia associada. Esse processo e chamado de expandir a funcaogeradora. Muitas funcoes sao facilmente manipuladas a partir do teorema de Taylor
 f(x) = f(0) +f ′(0)
 1!x+
 f ′′(0)
 2!x2 +
 f ′′′(0)
 3!x3 + · · · =
 ∞∑n=0
 f (n)(0)
 n!xn
 de modo que
 [xn]f(x) =1
 n!f (n)(0)
 sempre que diferenciacao for possıvel.
 Tambem, obtemos coeficientes por manipulacoes algebricas envolvendo as identidadesbasicas que ja sao conhecidas e transformacoes dadas nas tabelas acima. Por exemplo
 [xn]c
 1− bx= cbn (78)
 para quaisquer constantes b e c, pois de (70) temos
 c
 1− bx= c
 ∑n≥0
 (bx)n.
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Exemplo: Considere o problemas dos dados enunciado no inıcio dessa secao: Dequantas maneiras distintas podemos lancar uma dado quatro vezes de modo que osresultados somam 14? A funcao geradora e
 D(x) = (x+ x2 + x3 + x4 + x5 + x6)4
 = x4(1 + x2 + x3 + x4 + x5)4
 = x4(
 1− x6
 1− x
 )4
 = x4(1− x6
 )4(1− x)−4
 de modo que [x14]D(x) = [x10] (1− x6)4 (1− x)−4. Ainda,(1− x6
 )4=∑j≥0
 (4
 j
 )(−x6)j = 1− 4x6 + 6x12 − 4x18 + x24
 (1− x)−4 =∑j≥0
 (4 + j − 1
 j
 )xj =
 ∑j≥0
 (3 + j
 j
 )xj
 Agora, [x10] (1− x6)4 (1− x)−4 pode ser obtido de [x0] (1− x6)4 = 1 e [x10] (1− x)−4 =(1310
 )= 286 e ser obtido de [x6] (1− x6)4 = −4 e [x4] (1− x)−4 =
 (74
 )= 35, logo temos
 286− 140 = 146 modos distintos.
 Exemplo: Determine o coeficiente de [x15](x2 + x3 + x4 + · · · )4.
 Notemos que
 [x15](x2 + x3 + x4 + · · · )4 = [x15](x2(1 + x+ x3 + · · · )
 )4= [x15]
 (x2
 1− x
 )4
 = [x15]
 (x8
 (1− x)4
 )= [x7]
 (1
 (1− x)4
 )e
 1
 (1− x)4=∑r≥0
 (−4
 r
 )(−x)r =
 ∑r≥0
 (4 + r − 1
 r
 )xr
 portanto [x15](x2 + x3 + x4 + · · · )4 =(4+7−1
 7
 ).
 Exemplo: Quantos subconjuntos de {1, 2, . . . , 15} formado de 4 elementos nao con-secutivos existem? Se {a, b, c, d} e um tal subconjunto de modo que
 1 ≤ a < b < c < d ≤ 15
 entao(15− d)︸ ︷︷ ︸
 x1
 + (d− c)︸ ︷︷ ︸x2
 + (c− b)︸ ︷︷ ︸x3
 + (b− a)︸ ︷︷ ︸x4
 + (a− 1)︸ ︷︷ ︸x5
 = 14
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portanto, queremos o numero de solucoes inteiras de
 x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 15
 com x1, x5 ≥ 0 e x2, x3, x4 ≥ 2, o qual e o coeficiente
 [x14](1+x+x2+· · · )2(x2+x3+x4+· · · )3 = [x14]x6(1−x)−5 = [x8](1−x)−5 =
 (5 + 8− 1
 8
 )= 495.
 Exercıcio 56. De quantos modos podemos comprar n frutas de modo que (1) onumero de macas e par, (2) o numero de bananas e multiplo de 5, (3) no maximo 4laranjas, e (4) no maximo uma pera.
 Solucao.
 f(x) =1
 1− x2· 1
 1− x5· 1− x5
 1− x· (1 + x)
 [xn]f(x) = n+ 1.
 No caso de funcoes racionais podemos usar a tecnica da fracoes parciais, por exemplo
 x
 1− x− x2=
 x
 (1− ϕx)(1− ϕx)
 onde ϕ = (1 +√
 5)/2 e onde ϕ = (1−√
 5)/2 sao as raızes de 1− x− x2. Fazendo
 x
 (1− ϕx)(1− ϕx)=
 A
 1− ϕx+
 B
 1− ϕx
 temos A = 1/√
 5 e B = 11/√
 5 de modo que
 x
 1− x− x2=
 1√5
 1
 1− ϕx− 1√
 5
 1
 1− ϕx
 Agora1√5
 1
 1− ϕx=
 1√5
 ∑n≥0
 (ϕx)n
 e1√5
 1
 1− ϕx=
 1√5
 ∑n≥0
 (ϕx)n
 portanto x1−x−x2 =
 ∑n≥0
 1√5(ϕn − ϕn)xn de modo que
 [xn]x
 1− x− x2=
 1√5
 (ϕn − ϕn) (79)
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Exemplo: Determina o coeficiente de xn na serie de potencias de
 1
 x3 − 7x2 + 16x− 12
 Primeiro, temos que
 x3 − 7x2 + 16x− 12 = (x− 3)(x− 2)2
 portanto devemos determinar constantes A,B,C tais que
 1
 x3 − 7x2 + 16x− 12=
 A
 x− 3+
 B
 x− 2+
 C
 (x− 2)2
 e temos que A = 1 e B = C = −1, logo
 1
 x3 − 7x2 + 16x− 12=
 1
 x− 3− 1
 x− 2− 1
 (x− 2)2
 Agora, reescrevemos cada fracao para cairmos no caso 11−ax
 1
 x− 3=
 1
 −3(1− x/3)= −1
 3
 1
 1− x/3
 1
 x− 2=
 1
 −2(1− x/2)= −1
 2
 1
 1− x/2e no caso 1
 (1−ax)21
 (x− 2)2=−1
 4
 1
 (1− x/2)2
 logo1
 x3 − 7x2 + 16x− 12= −1
 3
 1
 (1− x3)
 +1
 2
 1
 (1− x2)
 +1
 4
 1
 (1− x/2)2
 = −1
 3
 ∑n≥0
 (x3
 )n+
 1
 2
 ∑n≥0
 (x2
 )n+
 1
 4
 ∑n≥0
 (−2
 n
 )(−x2
 )n
 =∑n≥0
 ((1
 2
 )n+1
 −(
 1
 3
 )n+1
 +1
 4(−1)n
 (−2
 n
 ))xn
 =∑n≥0
 ((1
 2
 )n+1
 −(
 1
 3
 )n+1
 +1
 4(−1)n
 (n+ 3
 n
 ))xn
 portanto
 [xn]1
 x3 − 7x2 + 16x− 12=
 1
 2n+1− 1
 3n+1+
 (n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)
 24.
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