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O módulo Padrões e Pensamento algébrico, incluído no conjunto de materiais de apoio à disciplina Metodologia do Ensino da Matemática do curso de Profes-sores do Ensino Primário da Escola do Magistério Primário de Benguela (EMPB), tem como principais destinatários os professores desta disciplina, bem como os professores de Matemática. Através dele, disponibiliza-se um conjunto de tarefas que visa contribuir para o aprofundamento do conhecimento profissional destes destinatários, nas vertentes do conhecimento matemático e didáctico.
 As tarefas apresentadas foram delineadas com um duplo propósito. Pre-tende-se, por um lado, que sejam tarefas de formação, isto é, que possam servir de ponto de partida para o formador do Magistério Primário delinear contex-tos favoráveis à apropriação pelos seus alunos, de conhecimento útil ao exercí-cio futuro da docência, relacionado com o tema em análise. Simultaneamente, procura-se que estes futuros professores possam encontrar neste módulo ideias que facilitem a exploração das tarefas matemáticas nele incluídas com alunos da Escola Primária de modo a promover o desenvolvimento da sua competência matemática.
 Estruturalmente, organizou-se módulo Padrões e pensamento algébrico em duas partes principais. A primeira, predominantemente teórica, visa fundamen-tar a pertinência do tema, clarificar o significado de pensamento algébrico e equacionar contextos favoráveis ao seu desenvolvimento. A segunda parte tem,
 INTRODUÇÃO
 1
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 essencialmente, um carácter prático e inclui um conjunto de tarefas diversifica-das que visam ilustrar, a título exemplificativo, como poderá ser delineado o trab-alho de ensino focado no referido tema. Relativamente à segunda parte, começa por se apresentar cada uma das tarefas que, em seguida, é analisada do ponto de vista matemático e didáctico: secção intitulada A exploração da tarefa com os alunos da EMPB. Nesta secção foram consideradas duas subsecções. A primeira, cujo título é Exploração matemática e metodológica, centra-se na exploração da tarefa em contextos de formação e na segunda — Da EMP à sala de aula do Ensino Primário — incluem-se sugestões para a sua realização com alunos do Ensino Primário.
 Durante vários séculos, a Matemática foi entendida como a ciência que es-tuda o número e a forma. Mais tarde, esta perspectiva ampliou-se de modo a incorporar, também, o estudo do movimento, da mudança, do espaço e das fer-ramentas matemáticas utilizadas neste estudo. Presentemente, uma definição, mais ou menos, consensual entre os matemáticos, é a de que a Matemática é a ciência dos padrões (Devlin, 2002). Estes padrões tanto podem ser reais como imaginários, qualitativos como quantitativos. Podem surgir quer a partir da ob-servação do mundo que nos rodeia, quer da actividade desenvolvida no âmbito da Matemática ou de outras áreas do saber. Além disso, os padrões podem ser de vários tipos: por exemplo, pictóricos, numéricos, geométricos, de contagem, de movimento, de comportamento, de acontecimentos, de raciocínio ou de posição.
 PADRÕES E PENSAMENTO ALGÉBRICO
 2
 2.1 IMPORTÂNCIA PARA A APRENDIZAGEM
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 Considerando a Matemática como a ciência dos padrões, não é de estranhar que muitos dos actuais movimentos de reforma curricular (por exemplo, Ponte et al., 2007; NCTM, 2007) sublinhem a importância de proporcionar aos alunos, desde os primeiros anos de escolaridade, experiências de aprendizagem que coloquem a ênfase na identificação, análise e criação de padrões variados, bem como na sua representação, explicação e justificação, usando uma linguagem e simbologia adequadas à sua maturidade matemática. Esta importância assenta no valor da exploração de padrões para a compreensão, com significado, de con-ceitos, ideias e processos matemáticos, bem como para possibilitar a construção de uma imagem positiva da Matemática
 Com efeito, o trabalho com padrões pode proporcionar o entendimento do poder da Matemática para a compreensão do mundo à nossa volta em que é frequente a existência de padrões: por exemplo, em arte, azulejos, calçadas, teci-dos, papéis de embrulho ou tapetes. Por esta via, poderão criar-se ambientes de aprendizagem bastante ricos e motivadores para os alunos, na medida em que a Matemática está próxima das suas realidades e experiências. Simultaneamente, estes ambientes podem permitir que apreciem as qualidades estéticas desta ciência, que desenvolvam a sua criatividade e que estabeleçam conexões entre tópicos e conceitos matemáticos e entre a Matemática e a realidade. A conjun-ção destes aspectos proporciona uma compreensão mais profunda e duradoura das ideias matemáticas e uma valorização da Matemática como instrumento de compreensão da realidade.
 A procura de padrões é, além disso, uma estratégia poderosa de resolução de problemas e contribui para a aprendizagem do raciocínio matemático. De facto, explorar e formalizar padrões, envolve a identificação de regularidades, a ver-balização de relações e a formulação, teste e aperfeiçoamento de conjecturas . Envolve, também, muito frequentemente a prova de conjecturas1 formuladas, o que é, particularmente, prometedor para a compreensão do valor, necessidade e importância da prova matemática.
 No âmbito do desenvolvimento curricular em Matemática, uma das significa-tivas potencialidades da exploração de tarefas com padrões deriva do forte con-tributo desta actividade para o desenvolvimento do pensamento algébrico (Vale et al., 2009). Os autores que defendem esta ideia distanciam-se de uma visão da álgebra exclusivamente associada à manipulação de expressões simbólicas
 1 Considera-se que uma conjectura é a expressão de um raciocínio plausível mas de validade provisória, uma vez ainda não foi provado.
 envolvendo variáveis, salientando que é, sobretudo, um modo de pensar, um método para ver e expressar relações que proporciona instrumentos poderosos para entender o mundo. Neste contexto, consideram que o desenvolvimento do pensamento algébrico deve ser uma orientação transversal a todo o currículo de Matemática e um dos objectivos a privilegiar em todos os níveis de ensino. Sub-linham, ainda, que é essencial que os alunos, desde os primeiros anos de esco-laridade, vivenciem experiências de aprendizagem em que a procura de regulari-dades e relações e a sua generalização estejam em primeiro plano. Todos estes aspectos são componentes essenciais do pensamento algébrico.
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 Considere-se, por exemplo, que um professor coloca a seguinte questão: Numa sala há seis pessoas que se cumprimentam todas entre si com um aperto de mão. Ninguém se pode cumprimentar mais do que uma vez. Quantos apertos de mãos são dados? Os alunos envolvem-se em pensamento algébrico quando, em primeiro lugar, explicam como obter o número total de apertos de mão da-dos pelas seis pessoas e, em seguida, desenvolvem e expressam uma general-ização que descreve o total de apertos de mão dados por qualquer número ar-bitrário de pessoas. Consoante a sua experiência matemática, esta generalização pode ser expressa em palavras ou em símbolos; pode basear-se na observação de um padrão recursivo — que lhes permitirá, sabendo o número de apertos de mão dados num grupo com um certo número de pessoas, descrever quantos ocorrerão se o grupo tiver mais uma pessoa — ou numa relação funcional entre o número de pessoas do grupo e o total de apertos de mão: por exemplo, o número de apertos de mão obtém-se adicionando os números naturais consecu-tivos de 1 até ao número de pessoas do grupo menos 1 ou, se o grupo tiver n pessoas, o número de apertos de mão é . Analogamente, os alunos mo-bilizam o pensamento algébrico quando, baseando-se na análise de casos par-ticulares, generalizam acerca da paridade da soma de quaisquer números pares ou ímpares ou reconhecem e usam propriedades de operações aritméticas. Por exemplo, um aluno está a pensar algebricamente quando conclui que tanto 4+9 como 235+46 representam números ímpares porque, em qualquer dos casos, se adiciona um número par com um número ímpar (e não porque a soma é, re-spectivamente, 13 e 281 que são números ímpares). O mesmo acontece quando argumenta que 3 x15 é igual a 9x5, porque multiplicar um número por 3 e multi-plicar o resultado novamente 3 é o mesmo que multiplicar o número por 9 uma vez que 3x3=9 e num produto de três factores é indiferente multiplicarmos em primeiro lugar os dois primeiros ou os dois últimos. Neste último exemplo, o seu raciocínio vai para além do caso considerado, fundando-se numa das proprie-dades da multiplicação (a associativa) e na estrutura da Aritmética.
 As ideias apresentadas permitem destacar três aspectos importantes rela-tivos ao desenvolvimento do pensamento algébrico no ensino elementar. Em primeiro lugar, a notação algébrica convencional, em que o uso de letras é uma constante, não é o único modo de exprimir ideias algébricas. É possível os alunos expressarem generalizações usando a linguagem natural, tabelas, esquemas, expressões numéricas ou outros recursos. Em segundo lugar, embora o simbo-lismo algébrico tenha um enorme poder na tradução e manipulação de infor-mação e na compactação de ideias, “no cerne do pensamento algébrico estão os significados, está o uso dos símbolos como recurso para representar ideias
 �
 n × (n − 1)2
 2.2 O PENSAMENTO ALGÉBRICO NO ENSINO ELEMENTAR: SIGNIFICADO E
 DESENVOLVIMENTO
 A investigação sobre o significado de pensamento algébrico e os contornos que pode assumir no ensino e aprendizagem da Matemática, muito em particu-lar no ensino elementar1 , é relativamente recente. A análise das perspectivas de vários investigadores sobre o significado deste conceito e dos aspectos es-senciais que o caracterizam, permite destacar que no âmago do pensamento algébrico está a actividade de generalizar. Entre estes investigadores está Kaput (2008) que considera existirem dois aspectos centrais no pensamento algébrico: (a) a generalização e a sua expressão sistemática e progressiva em sistemas de símbolos convencionais; (b) o raciocínio e a acção sintacticamente orientados so-bre as generalizações expressas em sistemas simbólicos organizados. Estão, tam-bém, Blanton e Kaput (2005) para quem o pensamento algébrico é “um processo através do qual os alunos generalizam ideias matemáticas a partir de um con-junto de casos particulares, estabelecem estas generalizações através de um dis-curso argumentativo e expressam-nas de modos adequados à sua idade e cada vez mais formais” (p. 413). Nos primeiros anos de escolaridade, o pensamento al-gébrico envolve o desenvolvimento de modos de pensar através de actividades nas quais o simbolismo da álgebra pode ser usado como ferramenta mas que podem ser abordadas sem qualquer recurso ao simbolismo algébrico; entre es-tas actividades estão analisar relações entre quantidades, identificar a estrutura, analisar a mudança, generalizar, modelar, justificar, provar e prever (Kieran, 2004).
 Estando o pensamento algébrico intimamente associado à generalização, im-porta clarificar o que se entende por este conceito. Segundo Kaput (1999), gen-eralizar envolve ampliar, deliberadamente, o raciocínio ou a comunicação para além do caso ou casos considerados, identificando e expondo explicitamente o que estes casos têm em comum; envolve, também, elevar o raciocínio ou comu-nicação para um nível onde o foco já não são os casos analisados, em si mesmos, mas antes os padrões, procedimentos, estruturas e relações entre eles e através deles.
 1 Neste documento utilizam-se as expressões “ensino elementar” ou “primeiros anos de esco-laridade” para designar o ensino da Matemática da primeira à sexta classes.
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 gerais resultantes do raciocínio com compreensão. Trata-se de olhar através dos símbolos e não de olhar os símbolos” (Canavarro, 2007, p. 88). Por fim, o pensa-mento algébrico pode assumir várias formas que podem ser ilustradas a partir dos quatro itens e suas especificações em torno dos quais o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) considera que se deve organizar o trabalho a realizar com os alunos de todos os níveis de ensino, de modo a criar condições favoráveis ao desenvolvimento do seu pensamento algébrico (NCTM, 2000)1 : (a) Compreender padrões, relações e funções; (b) Representar e analisar situações e estruturas matemáticas usando símbolos algébricos; (c) Usar modelos matemáti-cos para representar e compreender relações quantitativas; (d) Analisar a varia-ção em vários contextos.
 O NCTM é uma organização de referência no que diz respeito às tendências curriculares internacionais sobre o ensino da Matemática e os itens apresentados, que assumem contornos específicos de acordo com o níveis de ensino, são con-sistentes com a investigação realizada sobre o pensamento algébrico. A tabela 1 ilustra aspectos destes contornos para os oito primeiros anos de escolaridade.
 1 Recentemente esta publicação foi traduzida para português e o documento resultante é in-cluído nas referências bibliográficas como NCTM (2007).
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 ao serem confrontados com questões do tipo 8+4 = + 5, escrevem 12 dentro do quadrado e não 7 que é o número que adicionado a 5 é igual a 8+4 (Falkner, Levi & Carpenter, 1999).
 O entendimento da igualdade como um operador unidireccional cria ob-stáculos fortes à aprendizagem posterior da álgebra pois aqui o que está em jogo é a compreensão do significado relacional deste conceito. Assim, é impor-tante que, desde cedo, os alunos compreendam a igualdade como uma relação o que passa, nomeadamente pela apresentação e discussão de tarefas que in-cluam igualdades com operações em ambos os membros para que os compa-rem independentemente de recorrerem, ou não, a cálculos e pela comparação de duas expressões aritméticas através da decomposição ou rearranjo de alguns números de modo a conservarem o equilíbrio numérico da igualdade sem efec-tuarem cálculos. Este trabalho permite uma expansão do significado do sinal de igual, prefigurando o carácter simétrico e transitivo da relação de igualdade, o que facilita o posterior trabalho com equações algébricas (Kieran, 2007).
 Ainda no âmbito da Aritmética generalizada, um outro aspecto importante para fomentar o desenvolvimento do pensamento algébrico é incentivar os alu-nos a exprimirem números recorrendo a representações não canónicas (Cusi & Malara, 2007). A representação canónica de um número refere-se à quantidade que ele representa. Remete para a cardinalidade. Por exemplo, 12 é um número escrito na representação canónica. No entanto, 12 pode ser representado de muitas outras maneiras que podem ampliar significativamente o campo de in-formação acerca do próprio número: por exemplo, 2x6 permite destacar que 12 é o dobro de 6; 3x4 remete para que 12 é simultaneamente múltiplo de 3 e de 4; 22x3 evidencia que também é múltiplo de 2; mostra que 12 é submúltiplo de 36, etc. Representações não canónicas de 12 são, entre muitas outras, 2x6, 3x4, 22x3 e
 �
 3612
 .
 É fundamental que os alunos aprendam a ver que tanto a representação canónica de um número como quaisquer outras expressões aritméticas de que o número é o resultado (representações não canónicas do número), são apropria-das. Esta compreensão facilita a identificação de relações numéricas e a sua rep-resentação em termos gerais e, além disso, favorece a aceitação e compreensão de expressões algébricas escritas como “a+b” ou “xy2”.
 Pensamento funcional. Esta vertente “envolve a generalização através da ide-ia de função, que pode ser encarada, por exemplo, como a descrição da variação” (Canavarro, 2007, p. 89) de um fenómeno num certo domínio. Proporcionar aos
 �
 3612
 A análise da tabela 1 permite evidenciar que, quando os alunos iniciam a escolaridade, as actividades de agrupar, classificar e ordenar facilitam o trabalho com padrões. Estas actividades constituem uma forma pela qual reconhecem a ordem e organizam o seu mundo. Também quando observam, por exemplo, que a alteração da ordem pela qual dois números são adicionados não afecta a soma ou que a adição de 0 a um número resulta nesse número, ou seja quando obser-vam que as operações aparentam possuir determinadas propriedades, começam a pensar de forma algébrica. O facto de analisarem e reflectirem sobre como as quantidades se relacionam umas com as outras e de representarem situações matemáticas usando objectos, figuras e símbolos, proporciona experiências no campo das relações funcionais e da modelação matemática favoráveis ao desen-volvimento do pensamento algébrico.
 Segundo Blanton e Kaput (2005), as formas mais comuns do pensamento al-gébrico nos primeiros anos de escolaridade são o que designam por Aritmética generalizada e Pensamento funcional, pelo que importa analisar estas vertentes mais detalhadamente.
 Aritmética generalizada. Esta vertente baseia-se no carácter potencialmente algébrico da Aritmética. Pressupõe o uso da Aritmética como um domínio para expressar e formalizar generalizações acerca das operações e suas propriedades, o raciocínio acerca de relações entre números e entre números e operações e um conhecimento profundo sobre a estrutura do sistema de numeração. Trata-se, no fundo, de ajudar os alunos a desenvolverem uma compreensão semântica da aritmética (Cusi & Malara, 2007), o que requer que as expressões aritméticas se-jam analisadas não em termos do seu valor numérico obtido através do cálculo, mas em termos da sua forma: por exemplo, um aluno envolve-se em pensam-ento algébrico quando, sabendo que a igualdade 13+ 8 = 8+13 é verdadeira, é capaz de justificar que 13+8 = 10+11 também o é, não meramente porque a soma é a mesma em cada um dos membros da igualdade, mas porque “se em 10+11 retirarmos 2 a 10 e juntarmos esse 2 a 11, então os dois membros ficam iguais”.
 No âmbito da Aritmética generalizada, há um aspecto a que importa dedicar uma atenção especial: pensar a igualdade como uma relação. Muito frequente-mente, no ensino elementar o sinal de igual assume, para os alunos, o significado de operador direccional (Cusi & Malara, 2007), ou seja, um sinal que “manda fazer” o cálculo que o precede e, assim, consideram que o número que deve aparecer a seguir ao sinal de igual é o resultado desse cálculo. Por exemplo, 5+4=9 significa que a “5 juntei 4 e o resultado é 9” ou “5 mais 4 dá 9”. São muitos os trabalhos de investigação que mostram que os alunos com esta compreensão da igualdade,

Page 10
						

18 • PROjECTO DE FORMAÇÃO DE FORMADORES DE PROFESSORES PARA O ENSINO PRIMáRIO EM ANGOLA METODOLOGIA DO ENSINO DA MATEMáTICA | PADRõES E PENSAMENTO ALGÉBRICO • 19
 alunos contextos favoráveis ao desenvolvimento do pensamento funcional re-quer que o professor tenha bem presente que a noção de incógnita é distinta da de variável, embora ambas possam ser representadas por símbolos do mesmo tipo (entre os quais, letras). Por exemplo, quando se pergunta a um aluno que número deve ser adicionado a 15 para obter 20, a situação pode ser represen-tada de várias maneiras diferente, nomeadamente 15 + x = 20 e 15 + =20. Em qualquer dos casos, contudo, o x ou o quadrado funcionam como uma incógnita pois o que está em jogo é a descoberta de um número que, embora desconheci-do, não varia. Em contrapartida, a variável, como o próprio nome indica, designa algo que pode variar. Suponha-se, por exemplo, que foi lançada uma semente à terra e que se vai registando, semanalmente, o crescimento da planta. Podemos utilizar estes dados para estabelecer relações entre o número de semanas que passaram e o número de centímetros que a planta cresceu, o que permitirá de-screver o modo como a taxa de crescimento da planta varia ao longo do tempo.
 O pensamento funcional enquanto vertente da Álgebra inicia-se, frequent-emente, com a generalização de padrões e a descrição de relações funcionais. Entre os exemplos de aspectos incluídos no pensamento funcional estão (a) usar símbolos para representar quantidades, (b) operar com expressões simbólicas, (c) representar dados graficamente e apoiar-se nos gráficos para analisar a variação, (d) explorar, descobrir e descrever relações, (e) simbolizar regras descobertas, (f) prever resultados desconhecidos usando dados conhecidos, (g) identificar regu-laridades numéricas e (h) identificar e descrever padrões em sequências de figu-ras geométricas ou em conjuntos de expressões numéricas (Canavarro, 2007).
 Em particular, trabalhar com expressões numéricas generalizáveis e com o que alguns autores designam por quase-variáveis (Kieran, 2007), parece ser um caminho prometedor. O significado desta expressão pode ser ilustrado através do seguinte exemplo: suponha-se que um aluno para calcular 43+9, adiciona 10 e subtrai 1 e faz o mesmo em qualquer adição de dois números em que a segunda parcela é 9. Este aluno é como se pensasse que 43+9 = 43+9+1-1. Esta estratégia de cálculo traduz, na verdade, a generalização de um procedimento aritmético, uma propriedade que é a mesma que permite justificar que 73+25-25=73 ou que 454+39-39=454. Em qualquer dos casos, subjacente às igualdades, está uma rela-ção matemática que é verdadeira sejam quais forem os números usados1. Neste sentido os números + 1 e -1, +25 e -25 e +39 e -39 são quase-variáveis, pois o que aqui está em jogo é o trabalho com expressões numéricas generalizáveis.
 1 Qualquer um pertence à classe das expressões algébricas do tipo a+b-b=a, que é matemati-camente válida sejam quais forem os valores de a e b.
 Tarefas que possibilitem destacar a natureza potencialmente algébrica de algumas expressões com números e discernir relações numéricas especiais que são sempre verdadeiras independentemente dos números usados, ou seja, que permitem tratar os números como quase-variáveis, proporcionam ocasiões para pensar nas operações de um modo relacional. Assim, têm fortes potencialidades para que os alunos comecem a compreender a ideia de variável mesmo que não usem símbolos algébricos para representar variáveis. Importa, contudo, que o foco das tarefas seja a observação de padrões que envolvem operações aritmé-ticas numa forma não calculada, de relações especiais e, ainda, a tomada de con-sciência da estrutura subjacente a estes padrões ou formas generalizáveis (Eq-uipa PFCM, 2009).
 Em suma, através das ideias apresentadas, procurou-se fundamentar que o ensino da Matemática deve ser equacionado de modo a proporcionar aos alu-nos, desde os primeiros anos de escolaridade, oportunidades para identificarem, explorarem, analisarem e descreverem padrões. Procurou-se, também, destacar que o pensamento algébrico se manifesta e desenvolve quando os alunos se en-volvem no processo matemático de generalização tendo por base a observação e análise de dados numéricos, padrões, regularidades ou relações matemáticas e expressam essas generalizações usando recursos diversos que podem passar pela utilização da linguagem natural, diagramas, tabelas, fórmulas ou símbolos matemáticos.
 Assim sendo, é fundamental que os estudantes do Magistério Primário apro-fundem o seu conhecimento científico e metodológico sobre o tema Padrões e Pensamento Algébrico e que o perspectivem como parte integrante do desen-volvimento da competência matemática dos alunos do Ensino Primário. As tare-fas apresentadas, em seguida, e respectivas sugestões de exploração, procuram iluminar aspectos essenciais da experiência matemática que todos estes alunos devem vivenciar e, concomitantemente, contribuir para delinear situações de en-sino e aprendizagem que coloquem em primeiro plano o desenvolvimento do pensamento algébrico em articulação com a exploração de padrões.
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 TAREFA 1: PROCURANDO EQUILÍBRIOS1
 1 Tarefa elaborada a partir de http://nrich.maths.org/public/index.php
 3
 Na figura 1 está representada o que vai ser designado por balança numérica. Existem aí dois braços em que estão escritos os números de 1 a 10 por baixo dos quais se podem pendurar “pesos” iguais ao que está desenhado à direita da balança.
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 A balança está em equilíbrio quando, por exemplo, se pendura no braço es-querdo um peso abaixo do 10 e no braço direito um peso sob o 2 e outro sob o 8 (ver figura 2). No entanto, se se pendurasse neste último braço um peso em 3 e outro em 6 ficaria em desequilíbrio pois 10 é diferente de 3+6.
 Há uma regra muito importante para trabalhar com esta balança: só se pode colocar um peso em cada número.
 1. Colocar no braço esquerdo da balança um peso no número 8. Como se pode equilibrar a balança colocando dois pesos no braço direito?
 2. Colocar num dos braços da balança um peso em 8 e outro em 4. Encon-trar um processo de equilibrar a balança colocando três pesos no outro braço.
 3. Escolher dois números localizados num dos braços da balança e colocar um peso em cada um. Encontrar todas as possibilidades diferentes de equilibrar a balança colocando três pesos no outro braço. Como se pode ter a certeza de que se encontraram todas as possibilidades? Explicar o raciocínio.
 A EXPLORAÇÃO DA TAREFA COM OS ALUNOS DA EMPB
 Exploração matemática e metodológica
 Esta tarefa permite trabalhar duas ideias favoráveis ao desenvolvimento do pensamento algébrico: (a) a igualdade enquanto relação entre duas quantidades e (b) se se conhecer o total da soma de duas ou três quantidades desconhecidas (incógnitas) há, potencialmente, diferentes possibilidades para o valor dessas quantidades.
 De modo a facilitar a exploração da tarefa é importante levar para a sala de aula uma balança “real”. Esta pode ser construída com madeira um pouco à se-melhança da representada na figura 1. Em alternativa, pode usar-se ou construir-se uma balança de pratos do tipo da ilustrada na figura 3. Neste último caso os números poderão ser representados por cubos de encaixe em que cada cubo cor-responde a uma unidade (ver figura 4). Esta alternativa não é tão adequada pois torna-se mais difícil visualizar, de imediato, os números correspondentes às quantidades que se colocam em cada um dos pratos da balança. Em qualquer dos casos, é funda-mental que a balança sem pesos ou com os pratos vazios esteja bem equilibrada.
 Este material é importante, no-meadamente para que se possam testar hipóteses obtidas através do estabelecimento de relações entre números.
 A primeira questão da tarefa visa, fundamentalmente, favorecer a apropria-ção do funcionamento da balança e do modo como deve ser usada. Matematica-mente a resolução remete para a identificação de dois números cuja soma é 8. Há várias possibilidades. No entanto, nem todas são soluções da tarefa. Por exem-plo, não se poderá equilibrar a balança pendurando dois pesos em 4 pois, apesar de 4+4 ser igual a 8, apenas é possível, pelo enunciado, pendurar um peso sob cada número. Além disso, embora 8 se possa decompor em 5+3 e 3+5, qualquer uma destas decomposições corresponde a colocar um peso no 3 e outro no 5, pelo que não podem considerar-se soluções diferentes.
 Há três soluções para a questão 1: pendurar um peso em 1 e outro em 7; um em 2 e outro em 8 e um em 3 e o outro em 5. Convém que todas soluções surjam e sejam discutidas na turma, bem como as respectivas justificações, pois esta ac-tividade facilita a resolução das questões seguintes. Para incentivar a emergência destas possibilidades, poder-se-ão colocar, se adequado, perguntas do tipo:
 • Se se colocar no braço direito da balança um peso em 3 e outro em 10 a balança ficará equilibrada? Porquê?
 • Onde poderão ser pendurados os pesos no braço direito da balança? Porquê?
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 • É possível equilibrar a balança pendurando diferentes tipos de pesos no braço direito? Se sim quais?
 • Se se pendurar no braço direito um peso em 3, onde deverá ser colocado o outro peso? Porquê? É a única solução? Porquê?
 É importante incentivar o registo das resoluções encontradas. Este registo poderá ser feito em linguagem natural, mas progressivamente, dever-se-á ir caminhando para a sua representação em linguagem matemática. Por exemplo, perante registos do tipo “para equilibrar a balança que tem no braço esquerdo um peso em 8, pode colocar-se no direito um peso em 1 e outro em 7”, é essen-cial ajudar os alunos a compreender que esta solução pode representar-se por 8= 1+7. Este cuidado deve permanecer ao longo de toda a exploração da tarefa.
 A questão 2 é um pouco mais complexa do que a anterior pois o que está em jogo é relacionar a soma de duas quantidades conhecidas (8 e 4) com a soma de três desconhecidas. Do ponto de vista matemático, o que se pretende é descobrir três números naturais cuja soma seja 12, o que poderá ser modelado de vários modos, entre os quais, os seguintes:
 x+y+z= 12, 8+4 = x+y+z
 Poder-se-ão adoptar várias estratégias para resolver esta questão. Uma é de-compor um dos números (8 ou 4) em duas quantidades. Por exemplo, 8 = 5+3, logo 8+4 = 5+3+4. Outra é alterar os dois números e compensar as alterações feitas juntando um outro número. Por exemplo, subtrair uma unidade a 8 e outra a 4 (o que equivale a pendurar nos pratos da balança um peso em 7 e outro em 3) e acrescentar 2 (ou seja, pendurar um peso em 2), o que corresponde à igualdade 8+4 = 7+3+2. Outra possibilidade é imaginar1 que se desloca o peso que está em 8 para 9 (o que significa adicionar uma unidade) e que se move o que está em 4 para 2 (ou seja, subtraem-se duas unidades), o que conduz à necessidade de colocar um peso em 1 para que o equilíbrio possa ser mantido. Neste caso, registos possíveis seriam 8+4 = 9+2+1 ou 9+2+1 = 8+4, consoante os pesos de 8 e 4 tenham sido inicialmente pendurados, respectivamente, no braço esquerdo da balança ou no braço direito.
 A última questão é uma ampliação da anterior. Pretende-se que sejam inven-
 1 Os pesos que se colocam em 8 e 4 no início da tarefa não devem ser deslocados na realidade. Só se pode “movimentar” os pesos no outro braço do balança.
 tariadas todas as soluções e que se prove que se encontraram, de facto, todas. Neste âmbito, uma das perguntas-chave a colocar é “como se pode ter a certeza que foram encontradas todas as possibilidades?”. Esta pergunta incentiva, por um lado, a que se enverede por uma actividade matemática em que a justifica-ção tem um lugar de destaque. Por outro, permite salientar a importância de uma estratégia poderosa de resolução de problemas: trabalhar sistematica-mente. Suponha-se, por exemplo, que um aluno pendurou 8 e 3 no braço es-querdo da balança. Uma hipótese de explo-ração sistemática é começar por pendurar no braço direito um peso em 8 e encontrar todas as decomposições possíveis de 3 em duas parcelas. Em seguida move-se o peso que está em 8 para 7 e inventariam-se to-das as combinações de dois números que podem ser usados com 7 para equilibrar a balança. Depois passa-se o peso para 6 e continua a proceder-se do mesmo modo até descobrir todas as possibilidades. Foi este processo usado por Maria, como trans-parece nos seus registos.
 Da EMP à sala de aula do Ensino Primário
 Esta tarefa pode ser trabalhada a partir da 1ª classe quando os alunos já tiver-em algum conhecimento sobre números até 20 e a operação adição. Com crian-ças mais pequenas (1ª e 2ª classes) é imprescindível levar para a sala de aula uma balança real. Aconselha-se que o professor explique oralmente como funciona, pendurando certos pesos e possibilitando que os alunos também os pendurem, de modo a compreenderem o que significa a balança estar equilibrada e como o equilíbrio se relaciona com os números usados. A balança servirá, simultanea-mente, para testar relações entre números que os alunos vão conjecturando. À medida que vão avançando nos anos de escolaridade, a balança poderá ser dis-pensável enquanto instrumento de teste de conjecturas pois pretende-se que os alunos vão reflectindo sobre os números e suas relações para justificarem se é verdadeira ou falsa uma igualdade entre duas expressões numéricas.
 Nesta tarefa, os registos das possibilidades encontradas na forma de igual-dade é muito importante, ou seja, não basta que os alunos digam oralmente que, por exemplo, para equilibrar uma balança em que num dos braços está um peso em 10 e outro em 9, se podem usar, no outro, braço os pesos 5, 6 e 8. O professor
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 numa fase inicial e, posteriormente, os alunos, devem representar esta relação na forma 10+9 = 5+6+8.
 Relativamente à terceira questão, os alunos podem escolher números peque-nos, pendurando, por exemplo, pesos em 4 e 6. Se assim for, é importante que o professor os desafie a irem para números maiores mas representados na balança (por exemplo, 10 e 9) pois, por esta via, promove a necessidade de trabalhar siste-maticamente. Neste âmbito, pode ser útil pedir aos alunos para registarem cada possibilidade encontrada num pedaço de papel diferente. Quando já tiverem sido descobertas algumas destas possibilidades, o professor pode ajudar a turma a organizar os diferentes pedaços de papel com uma certa lógica de modo a que sobressaiam algumas hipóteses não encontradas.
 Pode haver várias extensões desta tarefa, nomeadamente: (a) eliminar a re-strição de se poder pendurar apenas um peso num número; (b) fazer variar o número de pesos a colocar em cada braço da balança; e (c) solicitar aos alunos que pensem em dois pesos a colocar num dos braços de modo a que a soma dos números correspondentes permita obter o maior número possível de hipóteses de pesos a colocar no outro braço, considerando que aqui podem usar dois ou três pesos.
 TAREFA 2: BALANÇAS E MAIS BALANÇAS1
 1 Tarefa adaptada de Greenes , C. et al. (2001).
 4
 1. Na figura 1 estão representadas duas balanças iguais. A balança A está em situação de equilíbrio mas a balança B não está equilibrada.
 Figura 1
 Quantas (esferas) são necessárias para equilibrar a balança B? Porquê?
 2. Observar a figura 2:
 Figura 2
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 para facilitar o envolvimento dos alunos e a compreensão da tarefa (por exem-plo, figura 4 e figura 5). A propósito des-tas imagens podem colocar-se questões do tipo:
 • Observar a balança M. Que ob-jecto é que é mais pesado? A esfera ou o cilindro? Porquê?
 • O que aconteceria ao equilíbrio se, na balança M, se tirasse uma esfera do prato direito? Porquê?
 • Como é que ficaria a balança M com um cilindro no prato esquerdo e uma esfera no direito?
 • Observar a balança N. O que é que se pode colocar no prato do lado es-querdo para a balança ficar equilibrada? Haverá mais do que uma possibilidade? Qual e porquê?
 • Observar as balanças G e H. Que objecto é mais pesado? A esfera, o cil-indro ou o cubo? Porquê?
 • O que aconteceria na balança G se colocássemos uma esfera em cada prato? E na balança H? Porquê?
 É na sequência de questões do tipo das apresentadas que pode propor-se a tarefa Balanças e mais balanças. Os estudantes podem trabalhar em pares, procu-rando, não apenas obter uma solução para cada uma das questões, mas também inventariar possíveis estratégias de resolução por alunos da Escola Primária. Em 1. basta reparar que se pode tirar uma esfera de cada um dos pratos da balança para que se fique a saber que um cilindro pesa o mesmo que três esferas. Logo, para a equilibrar são necessárias seis esferas. Em 2., por observação da balança C, constata-se que cada cilindro equilibra três esferas e assim, na balança D três cilindros equilibram 9 esferas. Quanto a 3., constata-se que na balança E um cubo fica equilibrado com duas esferas, logo o cubo é mais pesado do que a esfera pois 2>1. Além disso, como o cilindro fica equilibrado com três esferas (balança F) e para equilibrar o cubo bastam duas (balança E), o cilindro é mais pesado que o cubo pois 3>2. Assim, o objecto mais pesado é o cilindro, a seguir o cubo e o mais leve é a esfera.
 Quantos (cilindros) são necessários para equilibrar a balança D? Porquê?
 3. Observar a figura 3 em que estão representadas as balanças E e F ambas em situação de equilíbrio.
 Figura 3
 Qual é o objecto mais pesado? A (esfera), o (cilindro) ou o (cubo)? Porquê?
 A EXPLORAÇÃO DA TAREFA COM OS ALUNOS DA EMPB
 Exploração matemática e metodológica
 A Tarefa Balanças e mais balanças retoma ideias já trabalhadas em Procuran-do Equilíbrios mas tem um maior grau de complexidade, pelo que se recomenda que surja apenas depois desta. O que está em jogo continua a ser a descoberta de valores desconhecidos e a compreensão da igualdade como uma relação, o que, em termos mais concretos, corre-sponde ao nível de equilíbrio da balança. Simultaneamente pretende-se proporcio-nar um contexto favorável à compreensão de que adicionar ou subtrair as mesmas quantidades (correspondentes aos pesos das esferas, cilindros e cones) a ambos os membros de uma igualdade (representa-dos pelos pratos da balança) não altera a relação de igualdade (simbolizada pela situação de equilíbrio da balança).
 Antes de se passar à exploração da tare-fa convém apresentar imagens mais sim-ples do que as incluídas no seu enunciado
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 Da EMP à sala de aula do Ensino Primário
 Esta tarefa é adequada para alunos da 1ª ou 2ª classes. Caso não tenham ex-periência em trabalhar com balanças convém que, a título ilustrativo, seja levada uma para a sala de aula e que haja algum tempo de familiarização com a análise de situações do tipo das ilustradas nas figuras 4, 5 ou 6. Este tempo pode ser us-ado para, simultaneamente, recordar ou ensinar as designações dos objectos que surgem nestas imagens: cubo, cilindro e esfera. O professor pode, no en-tanto, substituir estes sólidos geométricos por outros objectos quaisquer desde que respeite as disposições ilustradas.
 Com alunos um pouco mais velhos, em-bora se possa recorrer a uma balança para ilustrar as situações, ela não é imprescind-ível. Sem prejuízo das potencialidades da tarefa, podem usar-se cartazes onde se de-senham as várias imagens. O que importa é que sejam suficientemente grandes para serem visíveis por todos, pois a discussão colectiva das estratégias de resolução é facilitada se houver um referente comum agregador da atenção dos alunos e que possa ser usado para facilitar a explicação dos raciocínios.
 TAREFA 3: AS CONSTRUÇÕES DE ETELVINA1
 1 Tarefa adaptada de Greenes, C. et al (2001).
 5
 Parte I
 Etelvina está a fazer construções com triângulos e quadrados. Cada vez que faz uma fila de figuras, segue sempre a mesma regra. A imagem 1 representa uma das construções de Etelvina.
 1. Desenhar a quarta figura.
 2. Quando uma figura tiver seis triângulos, quantos quadrados terá? Porquê?
 3. Quando uma figura tiver cinco triângulos, quantos triângulos e quadra-dos terá no total?
 4. Poderão existir sete quadrados numa figura? Porquê?
 Imagem 1
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 mostra um exemplo de um padrão de repetição em que o motivo que se repete é composto por dois cartões: bruxinha e abóbora).
 Globalmente, as questões incluídas no enunciado da tarefa têm por objec-tivo descrever, continuar e generalizar padrões de crescimento e identificar rela-ções entre os elementos de um padrão de crescimento. Para ajudar os alunos a generalizarem relações poder-se-ão acrescentar-se novas questões às incluídas no enunciado. Por exemplo, relativamente ao primeiro padrão, na sequência de Quando uma figura tiver seis triângulos, quantos quadrados terá? poder-se-á perguntar “E se forem oito triângulos? E nove?” de modo a que os alunos con-cluam que o número de quadrados é igual ao dobro do de triângulos.
 Na segunda parte, o incentivo à generalização distante, ou seja, para números significativamente distanciados daqueles com que se está a trabalhar, é mais forte como ilustra a questão Quando numa figura existirem quarenta triângulos, quantos quadrados haverá?. Este incentivo é importante para que os alunos vão começando a sentir necessidade de se desligarem dos desenhos ou construções, que se tornam muito morosos, e simultaneamente, para os impelir a irem para além de relações recursivas, ou seja, para estabelecerem relações do tipo: no se-gundo padrão para sabermos quantos quadrados tem uma figura, conhecendo o número de triângulos, basta subtrair dois a este número (correspondente aos triângulos que estão na ponta) e dividir o resultado obtido por dois (porque há duas filas com o mesmo número de triângulos – uma na parte superior dos quadrados e outra na inferior).
 Da EMP à sala de aula do Ensino Primário
 Antes de se propor a exploração da tarefa, sobretudo com crianças mais no-vas (1ª ou 2ª classes) a quem é prioritariamente dirigida, é importante que o pro-fessor comece por explorar padrões de crescimento mais simples. Para o efeito, pode desenhar, por exemplo, no quadro, em papel de cenário ou numa carto-
 lina grande, uma figura do tipo da 2 e dialogar com os alunos sobre como serão as próximas figuras e sobre quantos triângulos e quadrados terá cada uma e porquê.
 Aconselha-se a levar para a sala de aula material manipulável que os alunos possam usar para construir cada uma das figuras (por exemplo, triângulos e
 5. Sabendo o número de quadrados de uma figura, como poderemos descobrir o número de triângulos dessa figura sem a construir?
 6. Se soubermos o número de triângulos de uma figura, como poderemos descobrir o número de quadrados dessa figura sem a construir?
 Parte II
 A imagem 2 representa outra das construções de Etelvina.
 1. Desenhar a quarta figura e descrever a regra.
 2. Quando uma figura tiver sete quadrados, quantos triângulos terá? E quanto tiver oito quadrados? E vinte quadrados? Porquê?
 3. Quando numa figura existirem quarenta triângulos, quantos quadrados haverá? Porquê?
 4. Como poderemos descobrir o número de triângulos de uma figura, se soubermos o número de quadrados que tem?
 5. Como poderemos descobrir o número de quadrados de uma figura, se soubermos o número de triângulos que tem?
 A EXPLORAÇÃO DA TAREFA COM OS ALUNOS DA EMPB
 Exploração matemática e metodológica
 A tarefa As construções de Etelvina permite explorar padrões de crescimento, ou seja, padrões em que cada termo muda em relação ao anterior de uma manei-ra previsível. Anteriormente a esta tarefa devem propor-se outras que envolvam padrões de repetição, mais simples para os alunos, isto é padrões em que há um motivo identificável que se represente de forma cíclica indefinidamente (a figura 1

Page 18
						

34 • PROjECTO DE FORMAÇÃO DE FORMADORES DE PROFESSORES PARA O ENSINO PRIMáRIO EM ANGOLA
 quadrados de plástico ou recortados em cartolina). Para fazerem os registos em papel poderão construir primeiro as figuras com os materiais e, em seguida, de-senhar o seu contorno.
 Os alunos poderão trabalhar individualmente ou em pares mas é importante prever momentos de partilha e discussão de ideias com toda a turma para deba-ter, analisar criticamente e fundamentar os raciocínios seguidos. Sugere-se que a discussão da primeira parte da tarefa seja feita antes dos alunos passarem para a segunda.
 TAREFA 4: SEPARA-OS1
 1 Adaptado de http://nrich.maths.org/2284
 6
 Na figura 1 estão representados 7 cubinhos encaixados.
 Figura 1
 Não é permitido mudar a sua ordem, mas podem ser separados em duas par-tes.
 Na figura 2 estão representadas três das maneiras de os separar:
 Figura 2
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 A EXPLORAÇÃO DA TAREFA COM OS ALUNOS DA EMPB
 Exploração matemática e metodológica
 Esta tarefa é favorável ao desenvolvimento do pensamento funcional. Tem a vantagem de partir de uma situação relativamente simples mas poderosa pelo que poderá ser realizada por alunos da primeira à sexta classes, embora com níveis de aprofundamento, naturalmente, variáveis. A sua exploração pode ser iniciada disponibilizando aos alunos conjuntos de cubos de encaixar e pedindo-lhes que construam uma barra com 7 cubos. De seguida, pode pedir-se que se-parem em duas partes a construção que fizeram. Para os alunos mais novos pode ser útil, ao separar em duas partes, ficar com uma parte em cada mão.
 O desafio será descobrirem e registarem de quantas maneiras diferentes esta separação poderá ser feita. Deverá ser feito um alerta para a importância de regi-star de forma eficaz as descobertas realizadas. Nesta altura deverá surgir a tabela incluída no enunciado da tarefa, cuja construção pode ser ilustrada no quadro.
 A exploração das diferentes questões poderá ser feita em pares ou pequenos grupos, incentivando os alunos a procederem ao registo sistemático das suas descobertas.
 Nº de Cubos Número de maneiras de separar os cubos em duas partes
 6 5
 7 6
 8 7
 …
 Tabela 1
 Muito provavelmente surgirá a questão: “2+5 não é o mesmo que 5+2?”. É importante discutir esta questão. Na verdade, numericamente estas duas ex-pressões são idênticas, na medida em que traduzem a mesma quantidade, mas nem sempre podem ser consideradas “o mesmo”. Tudo depende do contexto. Para o caso em estudo, as subdivisões da barra de cubos em 2+5 e em 5+2 cor-respondem a formas diferentes de a separar em duas partes:
 1. De quantas maneiras pode ser separado em duas partes o grupo de 7 cubos representado na figura 1?
 2. Experimentar, em seguida, com um grupo de 8 cubos (figura 3). De quantas maneiras diferentes podem ser separados?
 Figura 3
 3. E se tivermos 6 cubos encaixados (figura 4)? De quantas maneiras os podemos separar?
 Figura 4
 Registar os resultados numa tabela do tipo:
 4. Prever quantas maneiras haverá para separar 5 cubos. E quantas haverá para 10 cubos? E 20 cubos? 50 cubos? 100 cubos? E para um número qualquer de cubos?
 5. Se os cubos fossem todos da mesma cor, uma divisão em 2 e 4 será semel-hante a uma de 4 e 2.
 De quantas de maneiras poderíamos separar 6 cubos nestas circunstâncias?
 Prever o número de maneiras para qualquer número de cubos?
 Nº de Cubos Número de maneiras diferentes de os separar em duas partes
 6
 7
 8
 …
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 considera um número par e um número ímpar de cubos. Observem-se alguns exemplos:
 O caso de 5 cubos: O caso de 6 cubos: O caso de 7 cubos:
 Os registos numéricos correspondentes a cada um destes casos podem ser observados na tabela 2.
 Nº de cubos (com a mesma cor) Nº de maneiras diferentes de os separar em duas partes
 5 2
 6 3
 7 3
 8 4
 9 4
 … …
 Tabela 2
 Pela observação desta tabela, poder-se-ão identificar algumas regularidades. Por exemplo, na coluna da direita surgem os números naturais consecutivos (2, 3, 4) e cada um repete-se duas vezes. Esta conjectura torna-se mais plausível quan-do se exploram os casos de 2, 3 e 4 cubos que podem ser separados, respectiva-mente, de 1, 1 e 2 maneiras diferentes (ver tabela 3).
 Este é o exemplo de um contexto em que 2+5 e 5+2 representam “coisas” distintas, não obstante o resultado numérico da operação adição ser o mesmo. As construções feitas com cubos de cores todas diferentes são aqui de extrema importância para ilustrar este aspecto.
 Perante um resultado do género: com 6 cubos tenho 5 maneiras diferentes de os separar em 2 grupos, é importante o professor questionar o aluno sobre como tem a certeza que considerou todas as possibilidades.
 Quando os alunos começarem a identificar uma regularidade relacionando o número de cubos com o número de maneiras de os separar de acordo com o enunciado, é altura de os desafiar com números mais elevados. E para 20 cubos como será? E para 50? E para 100?
 Nesta ocasião há que os incentivar a exprimir a relação entre uma das variáveis e a outra, isto é, entre o número de cubos e o número de maneiras de os separar. Deverão ser capazes de verbalizar que há tantas possibilidades quantos os cubos menos 1.
 Algebricamente podemos traduzir esta relação por: para n cubos há n-1 ma-neiras de os subdividir em 2 grupos.
 O caso das barras construídas com apenas uma cor coloca outros desafios, pelo que os alunos devem ser incentivados a analisar esta situação. Esta análise deve, no entanto, ocorrer depois de ter sido explorado o caso em que os cubos têm várias cores e apenas quando se tiver estabelecido uma relação ente o número de cubos e o número de modos diferentes de os separar.
 Também aqui depois uma exploração natural da situação, é fundamental pro-mover e apoiar um processo sistemático de experimentação e registo. Neste âm-bito, é importante retomar a questão de se “2+3” é, ou não, o mesmo que “3+2” que deve ser analisada, nomeadamente por comparação com a situação anterior.
 De facto, neste caso é indiferente a separação em 2+3 ou 3+2, contrariamente ao que acontecia quando os cubos tinham cores diferentes. Um outro aspecto a discutir relaciona-se com o facto da relação entre o número de cubos e o número de modos diferentes de os separar em duas partes, não ser a mesma quando se
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 Nº de cubos (com a mesma cor) Nº de maneiras diferentes de os separar em duas partes
 2 13 14 25 26 37 38 49 4… …
 Tabela 3
 No entanto, a descoberta destas regularidades, embora importante, não é su-ficientemente poderosa para que se consiga identificar uma regularidade entre o número de cubos e o número de modos de os separar, ou seja, para que possa emergir uma generalização horizontal. Para a facilitar, o professor poderá sugerir que se analisem separadamente situações em trabalhamos com um número par e com um número ímpar de cubos. Na realidade, quando os cubos têm a mesma cor obtêm-se duas leis de formação diferentes.
 No caso de termos um número par de cubos o número de maneiras de sub-dividir a barra em dois grupos corresponde a metade do número de cubos. Se o ponto de partida for um número ímpar teremos metade do número de cubos menos 1.
 Tabela 4 Tabela 5
 Da EMP à sala de aula do Ensino Primário
 Na sala de aula do ensino primário é importante que os alunos tenham opor-tunidade de experimentar esta tarefa recorrendo aos cubinhos ou, em alterna-tiva, a quadrados de papel. No caso de se usarem quadrados ter-se-ão tiras de papel em vez de barras de cubos. Por exemplo,
 As diferentes questões incluídas no enunciado da tarefa deverão ser apresen-tadas de forma faseada.
 Numa primeira fase, os alunos deverão ter oportunidade de explorar os cubos e construir a sequência de 7 cubos. Em seguida, partindo desta construção é im-portante serem incentivados a descobrir as diferentes formas de a separar em duas. Nesta altura cabe ao professor incentivar um registo eficaz que permita analisar as regularidades e partir para a generalização.
 Para cada número de cubos que exploram, o professor deverá garantir que identificam todos os casos possíveis de partição da construção inicial. Poderá colocar questões como: “Tens a certeza que não há mais possibilidades? Como podes ter a certeza? ”.
 Segue-se o incentivo para o estabelecimento de previsões para sequências com um número “grande” de cubos. O que acontecerá com 20 cubos? E com 50? O recurso a estes números, para os quais a exploração por tentativas se torna de-masiado morosa, serve de impulso ao estabelecimento da relação generalizável entre o número de cubos e o número de formas de decompor estas barras, ainda que a expressão algébrica possa não surgir.
 A passagem à exploração da tarefa para os cubos todos da mesma cor deverá ocorrer, como já foi referido, após a garantia de que os alunos compreenderam a relação matemática para o caso anterior.
 Caso par Caso ímpar
 Nº de cubos Nº de maneiras Nº de cubos Nº de maneiras
 2 1 3 1
 4 2 5 2
 6 3 7 3
 … … … …
 n n2
 n n-12
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 TAREFA 5: APERTOS DE MÃO
 7
 Numa sala há 5 pessoas que se cumprimentam entre si com um aperto de mão. Cada pessoa só cumprimenta cada uma das outras uma vez.
 Quantos apertos de mão são dados?
 E se fossem 6 pessoas?
 E se fossem 7 pessoas?
 Será possível descobrir uma regra para qualquer número de pessoas?
 A EXPLORAÇÃO DA TAREFA COM OS ALUNOS DA EMPB
 Exploração matemática e metodológica
 Pode resolver-se este problema, fixando o número de pessoas, pela simulação da situação contando o número de apertos de mão dados. Este procedimento não envolve pensamento algébrico.
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 Tabela 5
 Desafiar os alunos a descobrirem o número de apertos de mão para um número elevado de pessoas (por exemplo 20) é um incentivo à generalização que se baseia na observação dos resultados encontrados, pois tornar-se-ia muito moroso obter o total através de qualquer representação gráfica como as sugeri-das.
 A observação da tabela 5 e das diferenças entre números consecutivos facilita a identificação de uma relação recursiva que permite, a partir de um valor, desco-brir o seguinte. Esta relação transparece nas palavras de um grupo de alunos do 2º/3º ano de escolaridade a quem foi proposta a tarefa dos apertos de mão:
 Depois de analisarmos a tabela concluímos que existe uma regra para descobrir o termo seguinte, ou seja … para descobrir quantos apertos de mão dão 11 alunos basta juntar ao resultado anterior onze menos um, porque há sempre um aluno que já não vai cumprimentar ninguém. (Can-avarro, 2007, p. 85)
 Mas como podemos prever o número total de apertos de mão para um deter-minado número de pessoas sem termos que recorrer a valores anteriores?
 Aqui, como em muitas outras situações, a representação não canónica dos números a que fomos chegando na exploração da tarefa, reveste-se de grande importância. Na verdade se recorrermos a este tipo de representações obtemos mais informação sobre o processo de resolução que é útil para obter uma lei geral de formação sem ser por recorrência.
 Nº de pessoas 1 2 3 4 5 6 7 …
 Nº de apertos
 de mão0 1 2+1 3+2+1 4+3+2+1 5+4+3+2+1 6+5+4+3+2+1 …
 Tabela 6
 As representações através de esquemas em conjunção com a organização da informação numa tabela, usando representações não canónicas dos números, permitem aos alunos, mesmo aos mais jovens, chegar à generalização podendo
 Uma das formas de favorecer o desenvolvimento do pensamento algébrico é incentivar e valorizar diferentes formas de representação de ideias e relações matemáticas usando recursos diversos. Este aspecto será aqui ilustrado por algu-mas possibilidades de exploração desta tarefa.
 Uma possibilidade é a representação icónica das pessoas e a esquematização dos apertos de mão1 :
 No caso de 5 pessoas serão: 4+3+2+1 = 10 apertos de mão.
 No caso de 6 pessoas serão: 5+4+3+2+1=15
 No caso de serem 7 pessoas serão: 6+5+4+3+2+1 = 21
 Outra forma que os alunos podem usar para apoiar a contagem, passa pela atribuição de nomes a hipotéticas pessoas e pela representação dos apertos de mão que trocariam.
 Neste caso teremos para 5 pessoas: 4+3+2+1 apertos de mão. Repetindo esta representação para 6 pessoas teríamos: 5+4+3+2+1 apertos de mão.
 Com estas ou outras representações, os alunos podem começar a inferir uma regra que, frequentemente, começa por ser expressa por palavras antes do re-curso à simbologia matemática.
 Também neste caso o incentivo ao registo sistemático numa tabela pode ser um precioso auxiliar para a identificação e verbalização da regra:
 1 Os esquemas incluídos na apresentação desta possibilidade, que poderão ser designados por diagramas, surgiram numa turma mista do 2º e 3º anos de escolaridade (Canavarro, 2007).
 Bule Anita
 Jó
 Zunda
 Nzinga
 Jó
 Anita
 Nzinga
 Zunda
 Anita
 Nzinga
 Zunda
 Nzinga
 Zunda
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 exprimi-la da seguinte forma:
 Existe uma regra para descobrir o número de apertos de mão feitos para qualquer numero de pessoas, basta para isso juntar todos os números partindo do número um até ao número anterior do número de alunos”. (Canavarro, 2007, p. 86)
 A determinação de uma expressão algébrica que traduza esta generalização é, ela própria, facilitada por esta representação não canónica dos valores a que se vai chegando na exploração da tarefa. Para n pessoas teremos:
 1+2+3+4+5+6+7+…+ (n-1)=
 Da EMP à sala de aula do Ensino Primário
 A tendência natural dos alunos será simular a situação trocando apertos de mão e contando-os. Este procedimento não tem nada de errado mas tornar-se-á pouco eficaz para um número elevado de pessoas e não conduz ao pensamento algébrico. Por essa razão é importante que o professor desempenhe um papel desafiador e incentive outras abordagens.
 Seria interessante que os alunos do ensino primário tivessem oportunidade de trabalhar em grupo e lhes fosse fornecida uma folha grande (A3 ou carto-lina) para registaram as descobertas de cada grupo. Com efeito, a apresentação a toda a turma de várias formas de abordar e explorar a tarefa, enriquecerá a actividade, pois a partilha das diferentes estratégias de resolução e de represen-tação da situação facilitarão o estabelecimento de conexões matemáticas e uma compreensão mais aprofundada.
 Será natural que surja uma diversidade de resoluções e representações, um pouco à semelhança das que anteriormente se apresentaram. O papel do profes-sor é aqui fundamental para incentivar a sistematização das descobertas, através do seu registo, nomeadamente numa tabela. Este registo é favorável à identifica-ção da regra matemática subjacente que poderá surgir, por exemplo, na seguinte forma: para saber o número de apertos de mão podemos adicionar os números desde 1 até ao número de pessoas presentes menos um.
 Como anteriormente foi referido, o registo das contagens será mais rico e fa-vorável à generalização se se mantiver sob a forma de expressões numéricas, tal como é ilustrado na tabela 6, em vez de surgir apenas o resultado final dessas contagens. Cabe ao professor incentivar para que assim seja e sublinhar este as-pecto.
 �
 n × (n − 1)2
 TAREFA 6: INVESTIGANDO AS TABUADAS
 8
 1. Construir a tabuada do 3 até 10x3. O que há de curioso nessa tabuada?
 2. Investigar um pouco mais. Prolongando a tabuada, calcular 11x3, 12x3, 13x3 … e formular algumas conjecturas.
 3. Investigar o que acontece nas tabuadas do 9 e do 11.
 A EXPLORAÇÃO DA TAREFA COM OS ALUNOS DA EMPB
 Exploração matemática e metodológica
 A tarefa apresentada assume como ponto de partida a tabuada.
 0 x 3 = 00
 1 x 3 = 03
 2 x 3 = 06
 3 x 3 = 09
 4 x 3 = 12
 5 x 3 = 15
 6 x 3 = 18
 7 x 3 = 21
 8 x 3 = 24
 9 x 3 = 27
 10 x 3 = 30
 11 x 3 = 33
 12 x 3 = 36
 13 x 3 = 39
 14 x 3 = 42
 15 x 3 = 45
 16 x 3 = 48
 17 x 3 = 51
 18 x 3 = 54
 19 x 3 = 57
 20 x 3 = 60
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 • A soma dos números correspondentes aos algarismos dos produtos é sempre 9 ou um múltiplo de 9.
 • O algarismo das centenas, quando existe, é 1 nos 11 primeiros produtos, 2 nos segundos 11 e assim sucessivamente. Ou seja é 0 até 11x9, é 1 até 22x9, é 2 até 33x9, ….
 Este tipo de exploração facilita a memorização da tabuada e a identificação de erros. Investigar deste modo a tabuada permite saber, por exemplo, que 27x9 não pode ser um número par e que 46x9 será um número em que o algarismo das centenas é 4.
 Na exploração da tabuada do 11 podem descobrir-se regu-laridades, tais como:
 • Até 9x11, no produto, o algarismo das unidades é igual ao das dezenas.
 • O algarismo das unidades, no produto, repete-se de 0 até 9, consecutivamente. O das dezenas também se repete mas salta um algarismo de 10 em 10.
 • O algarismo das centenas aumenta uma unidade de 9 em 9.
 Da EMP à sala de aula do Ensino Primário
 A investigação de cada tabuada deve ser seguida de um momento de trabalho colectivo em que os alunos são convi-dados a partilhar as suas descobertas.
 A calculadora (elementar) pode ser um poderoso auxiliar e contribuir para o sucesso desta actividade. Sem o auxílio da calculadora os alunos podem facilmente desmotivar-se. O prolongamento das tabuadas além do dez, sem recurso à cal-culadora, pode constituir uma dificuldade ou ser um processo demasiado lento, provocando o desinteresse. A desmotivação pode comprometer o objectivo principal desta tarefa que é a identificação das regularidades.
 É importante, também, que os alunos percebam que, para além de identificarem padrões e regularidades, é necessário testá-los e justificá-los.
 O conhecimento automático de resultados matemáticos como os da tabuada, é, há muito, reconhecido como indispensável. A exploração desta tarefa é uma forma interessante de levar mais além o estudo das tabuadas da multiplicação. Depois de construída a tabuada do 3 é sugerida a procura de regularidades. Tal sugestão convida a um olhar mais atento, que facilmente leva a estabelecer algu-mas conjecturas e a prolongar a tabuada além do 10x3, com o intuito de as testar.
 Observando atentamente alguns dos produtos relativos à tabuada do 3, começam a identificar-se algumas regularidades. Por exemplo:
 • O algarismo das dezenas repete-se 4 vezes quando é ele próprio um múltiplo de 3 (0, 3, 6, 9, 12, ….);
 • A sequência dos algarismos das unidades repete-se. Repete-se de 10 em 10. Esta sequência tem os dez algarismos.
 • A soma dos números representados pelos algarismos que constituem cada múltiplo de 3 é um múltiplo de 3, o que nos conduz ao critério de divisibilidade por 3.
 • Quando se multiplica um número par por 3 o resultado é ainda um núme-ro par.
 • Quando se multiplica um número ímpar por 3, o resultado é um número ímpar.
 Estas descobertas, que constituem conjecturas, são motivantes e envolvem os alunos na essência da actividade matemática: identificar o que parece uma regularidade, procurar a confirmação para a sua existência e a explicação que ga-ranta que é assim. Para identificar, confirmar e tentar explicar as descobertas re-alizadas, é necessário recorrer a vocabulário específico. Por exemplo: algarismos das dezenas, algarismos das unidades, múltiplo, produto, par, ímpar. Além disso, a descoberta de um aluno pode não ser evidente para outros, o que os obriga a comunicar matematicamente recorrendo, não só a vocabulário específico, como a formas de representação que suportem o discurso (por exemplo a cor).
 Na exploração da tabuada do 9 poderão formular-se, entre outras, as se-guintes conjecturas:
 • No produto, o número representado pelo algarismo das unidades de-cresce de nove até zero, e assim sucessivamente, enquanto que o do al-garismo das dezenas cresce de zero até nove.
 1 x 11= 11
 2 x 11= 22
 3 x 11= 33
 4 x 11= 44
 5 x 11= 55
 6 x 11= 66
 7 x 11= 77
 8 x 11= 88
 9 x 11= 99
 10 x 11= 110
 11 x 11= 121
 12 x 11= 132
 13 x 11= 143
 14 x 11= 154
 15 x 11= 165
 16 x 11= 176
 17 x 11= 187
 18 x 11= 198
 19 x 11= 209
 20 x 11= 220
 21 x 11= 231
 …
 29 x 11= 319
 30 x 11= 330
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 9
 TAREFA 7: QUADRADOS NA TABELA DOS 1001
 1 Tarefa adaptada de http://nrich.maths.org/2791
 Observar a tabela dos 100 em que há alguns números assinalados, como ilus-tra a figura 1.
 Figura 1
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 1. Considerar o quadrado em que estão registados os números 2, 3, 12 e 13 (quadrado azul). Qual a soma dos números diagonalmente opostos? O que se nota?
 2. Reparar no quadrado acastanhado (59, 60, 79,80). Acontece o mesmo?
 E no quadrado laranja (76,77, 86,87)?
 3. Escolher outros quadrados com quatro números. O que acontece?
 4. Reparar agora nos assinalados a rosa. São os vértices de um quadrado 4x4. Se se adicionarem os números opostos nas diagonais (31 com 64 e 34 com 61), o que acontece? O que acontece com quadrados de dimensões diferentes?
 A EXPLORAÇÃO DA TAREFA COM OS ALUNOS DA EMPB
 Exploração matemática e metodológica
 A tarefa que aqui se propõe é a primeira de uma sequência de três que, a partir de instrumentos de trabalho simples, permitem uma grande diversidade de explorações, fomentando, nomeadamente a identificação e a análise de pa-drões, o desenvolvimento do pensamento funcional e a aprendizagem da prova matemática. Estas explorações têm em comum o facto de partirem da análise de casos particulares tendo em vista a identificação de regularidades e sua general-ização de modo a permitirem estabelecer uma relação matemática.
 Tabela 1
 Analisemos esta tarefa a partir da tabela dos 100. Numa primeira fase, pode ser dada aos alunos a oportunidade de explorar, mais ou menos livremente, um conjunto de quadrados nas condições do enunciado. Tal pode ser feito disponibi-lizando-lhes alguns exemplares da tabela (em anexo) e lápis de cor. É, no entanto, importante que a exploração seja feita de uma forma organizada e sistemática, nomeadamente começando por explorar apenas quadrados 2x2. Este tipo de abordagem facilita a formulação de conjecturas.
 Se se começarem por adicionar alguns números diagonalmente opostos nos quadrados assinalados a cores na tabela 1, conclui-se que, em qualquer dos ca-sos, as somas são iguais, pelo que se podem registar as seguintes igualdades:
 2+13=3+12
 25+36=26+35
 18+29=19+28
 42+53=43+52
 57+68=58+67
 83+94=84+93
 A constatação de que as igualdades são verdadeiras, permite intuir que o mesmo acontece com os números das diagonais de outros quadrados com as mesmas características. Se experimentarmos com mais alguns casos, esta intu-ição confirma-se, o que parece legitimar o estabelecimento de uma conjectura: “as somas dos números diagonalmente opostos de um qualquer quadrado 2x2 marcado na tabela dos 100 são iguais”.
 As conjecturas, sendo afirmações plausíveis mas de validade provisória, são sempre “suspeitas”. Uma vez formuladas há que testá-las usando casos não analisados. Se se descobrir algum que mostre que a relação conjecturada não se mantém, ou seja, no caso da tarefa em análise que as somas dos números nas diagonais são diferentes, esta descoberta constitui um contra-exemplo para a conjectura formulada, o que conduz à sua refutação.
 No entanto, não conseguir encontrar contra-exemplo algum não basta para garantir a validade da conjectura para casos não analisados. Há que enveredar por outras actividades: procurar porque se verifica e explicar porquê, ou seja, produzir uma argumentação convincente e matematicamente válida, que terá de convencer um leitor/ouvinte crítico. Nesta fase, Mason Burton & Stacey (1984)
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 recomendam três estádios: (a) convencer-se a si próprio; (b) convencer um ami-go, o que leva à necessidade de articular o que parece óbvio de modo a que out-ros sejam confrontados com razões convincentes sobre porque é que se afirma o que se afirma; (c) convencer um inimigo, no sentido de convencer alguém que duvida ou questiona as afirmações que se fazem.
 Pode acontecer que alguém fique convencido que o facto de vários casos analisados verificarem a conjectura, é suficiente para garantir a sua validade para qualquer quadrado. Cabe aqui ao professor desempenhar o papel de “inimigo”, para ajudar a compreender que este facto não basta.
 Uma possibilidade seria analisar o que se passa com todos os quadrados 2x2 existentes na tabela dos 100. Tal verificação seria trabalhosa mas possível uma vez que o número de quadrados é finito. Poder-se-ia, por exemplo, subdividir o quadrado de 10x10 em 4 partes (tabela 2) e incumbir diferentes grupos desta verificação sem esquecer que há que analisar ainda os quadrados 2x2 que ficam entre eles (tabela 3).
 A globalidade das verificações deverá ser partilhada por toda a turma. Este procedimento constitui uma prova matemática por exaustão da validade da con-jectura uma vez que se analisaram todas as possibilidades e nenhuma a refutou.
 Como se referiu, a prova por exaustão é, nesta tarefa, possível, embora demo-rada e fastidiosa. Há, no entanto, situações em que este tipo de prova é impos-sível, dado o leque de possibilidades ser infinito. Nestes casos, há que recorrer a outro tipo de prova. Uma possibilidade é procurar relações numéricas entre os números que estão num dos quadrados procurando chegar a uma formulação
 generalizável das relações existentes entre estes números. Consideremos o se-guinte exemplo:
 Entre 57 e 68 há uma diferença de 11 unidades. Esta diferença pode ser obtida subtraindo 57 de 68 ou relacionando estes números tendo em conta a estrutura da tabela dos 100. A figura 2 permite ilustrar relações existentes e concluir, sem recorrer à subtracção, que a diferença entre 57 e 68 é 11.
 Assim, adicionar 57 a 68 é o mesmo que adicionar 57 com 57 com 11. Conside-rando a outra diagonal: 58=57+1 e 67=57+10. Portanto, ao adicionarmos 58 e 67 estamos a adicionar 57+1+57+10:
 Em qualquer dos casos, para calcularmos a soma dos números diagonalmente opostos (57+68 e 58+67), adicionamos 11 com duas vezes o número 57. Este ex-emplo ilustra uma relação entre os números em jogo e evidencia a razão pela qual o resultado das adições é o mesmo. Esta relação mantém-se para quaisquer outros quadrados de 2x2 da tabela, uma vez que as relações entre os números nele presentes são as mesmas. Assim, o exemplo apresentado pode considerar-se um exemplo generalizável, o que significa que estamos perante uma prova da validade da conjectura por recurso a um exemplo generalizável.
 Por outras palavras, o processo a que se recorreu, apesar de apoiado num exemplo, lidou com a questão da generalidade. Além disso, os argumentos apresentados são matematicamente válidos e encadeiam-se uns nos outros de
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 tal modo que uma ideia flui da anterior sem restarem “pontas soltas” ou con-tradições, até se estabelecer a veracidade da relação descoberta. Este processo constitui, pois, uma argumentação convincente e matematicamente correcta que mostra a validade da conjectura para todos os quadrados do tipo consid-erado. É pelas razões apresentadas, que pode considerar-se uma prova pelo recurso ao exemplo generalizável. Este processo de prova, usado por diversos matemáticos no século XVII, consiste em provar uma afirmação recorrendo a um caso particular, mas através de raciocínios que convencem que a prova é válida no caso geral (Veloso, 1998).
 Para provar a validade da conjectura poder-se-á, ainda, recorrer à simbologia algébrica. Isto é, o que anteriormente se disse sobre as relações entre os números presentes em qualquer um dos quadrados 2x2, podem ser traduzidas por ex-pressões algébricas:
 X X+1X+10 X+11
 Assim sendo, as somas dos números nas diagonais corresponderão a X+X+11 e a X+1+X+10. Porque a adição é comutativa e associativa, podemos afirmar que X+X+11 = X+1+X+10, seja qual for o X.
 Para outro tipo de quadrados, poderá proceder-se de formas análogas à de-scrita anteriormente, começando por incentivar uma exploração mais ou menos livre que conduza ao estabelecimento de uma conjectura. A sensibilização para a necessidade de prova é de extrema importância.
 A prova por exaustão será sempre muito trabalhosa. Na sequência da explo-ração anterior podemos, nos casos dos quadrados 3x3, incentivar a exploração das relações entre os números e procurar provar as conjecturas pelo recurso ao exemplo generalizável. Considere-se, a título de exemplo, a tabela 4 e um dos quadrados 3x3 que aí podem ser assinalados.
 Entre 15 e 37 há uma diferença de 22 unidades. Portanto, ao adicionarmos 15 com 37 estamos a adicionar 15 com 15 e com 22, ou seja, 15+15+22. Além disso, ao adicionarmos 17 com 37 estamos a adicionar 15 + 2 com 15+20, isto é, 15+2+15+20. Na prática, teremos 15+15+22=15+2+15+20 e, tal como acontecia anteriormente, este exemplo é generalizável.
 A algebrização desta situação torna, de novo, inequívoca a existência da igualdade intuída inicialmente:
 X X+2X+20 X+22
 A igualdade entre as somas dos números nas duas diagonais poderá ser tra-duzida por: X+X+22=X+20+X+2

Page 30
						

58 • PROjECTO DE FORMAÇÃO DE FORMADORES DE PROFESSORES PARA O ENSINO PRIMáRIO EM ANGOLA
 Da EMP à sala de aula do Ensino Primário
 Como anteriormente foi sugerido, a exploração desta tarefa pode começar pela disponibilização de folhas com a tabela dos 100 representadas e lápis de cor incentivando os alunos a marcar, pintando, os quadrados e verificando o que acontece com a soma dos números localizados nas diagonais nas condições de-scritas. Será sempre importante que a exploração dos diferentes casos (diferen-tes tipos de quadrados) decorra separadamente, ou seja, é importante explorar uma situação de cada vez. Para apoiar a discussão colectiva das diferentes situa-ções poderá representar-se uma tabela numa cartolina (ver figura 3) e usar papel colorido transparente para ir assinalando os quadrados a explorar.
 Ao nível do ensino primário, sobretudo a partir da terceira/quarta classes, é possível os alunos pr-ovarem que as somas dos números nas diagonais de qualquer quadrado 2x2 são iguais recorrendo à prova pelo exemplo generalizáv-el, como ilustra a figura 3. O mesmo não acontece com a prova algébrica cuja com-preensão é ainda difícil, ou até impossível, mesmo para a generalidade dos alunos da sexta classe. No entanto, não é este tipo de prova que é o mais importante. O que é verdadeiramente fundamental é a compreen-são das relações numéricas presentes, a sua generalização e justificação.
 10
 TAREFA 8: FINAIS CRUZADOS1
 1 Tarefa adaptada de http://nrich.maths.org/6261.2 As letras N, S, E e O que surgem no enunciado desta tarefa são as iniciais dos pontos cardeais
 Norte, Sul, Este e Oeste e servem apenas para indicar os números a adicionar.
 As cruzes assinaladas a cores nas seguintes tabelas podem ser desenhadas em grelhas numéricas de vários tamanhos.
 1. Adicionar os pares opostos dos números assinalados a verde (por exemplo, 3+19, isto é, N+S2 e 10+12, ou seja, E+O). O que acontece? Experimentar com outras cruzes.
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 registados numa pequena tabela.
 N+S E+O3+19=22 10+12=22
 22+38=60 29+31=6035+51=86 42+44=86
 69+85=154 76+78=154… …
 Os alunos deverão ter folhas de registo com tabelas iguais a esta de modo a poderem prolongar esta exploração a partir de experiências realizadas com outras cruzes.
 Como na situação anterior, a intuição encaminhará os alunos para afirmarem que as somas serão sempre iguais. Importa o professor alertar para que se trata de conjectura e não de uma conclusão definitiva pois a afirmação ainda não foi provada.
 Também aqui a prova por exaustão, ainda que possível dado que o número total de cruzes é finito, é muito trabalhosa. É, pois, importante procurar relações entre os números de forma a elaborar um raciocínio generalizável. Considere-mos, a título de exemplo, a cruz:
 Tomemos como ponto de partida o número do extremo superior (N), neste caso 22. Qual a relação entre os números dos restantes extremos e o número do extremo superior da cruz (N)?:
 • o extremo inferior (S): 38 = 22+16
 • o extremo esquerdo (O): 29=22+7
 • o extremo direito (E): 31=22+9
 2. Considerar agora cruzes com apenas dois eixos de simetria, como as rep-resentadas em seguida, e adicionar os pares opostos de números (N+S, E+O). O que acontece?
 3. Experimentar com grelhas de outros tamanhos. Detecta-se alguma coin-cidência? Será uma coincidência? Porque acontece?
 A EXPLORAÇÃO DA TAREFA COM OS ALUNOS DA EMPB
 Exploração matemática e metodológica
 Esta tarefa, à semelhança da anterior, proporciona a prática da adição mas é particularmente rica para a identificação de relações numéricas e de regulari-
 dades, bem como para o estabelecimento e teste de conjecturas.
 Tal como é apresentada a sua exploração é muita diversificada, pelo que é fundamen-tal organizar as explorações e fazê-lo de for-ma faseada de modo a possibilitar uma siste-matização das descobertas que permitirão formular conjecturas.
 O professor poderá começar com um quadro grande afixado assinalando algumas das cruzes e solicitando a metade da turma que adicione, para cada cruz, os extremos superior (N) e inferior (S). À outra metade so-licita que adicione os extremos da direita (E) e da esquerda (O). Os resultados poderão ser
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 4+36=4+4+32 isto é 4+36=2x4+32
 17+23=4+13+4+19 isto é 17+23 = 2x4+13+19
 Mas 32 = 13+ 19 e então
 2x4+32 = 2x4 + 13+19
 Também aqui, como no caso anterior, podemos constatar que esta cruz é repre-sentativa de todas as outras. Trata-se de uma prova por exemplo generalizável.
 A prova com recurso à simbologia algé-brica, em que X representa o número colo-cado no extremo superior da cruz, será:
 X+X+32=X+13+X+19
 2X+32=2X+32
 A tarefa Finais cruzados pode ser ampli-ada fazendo variar, nomeadamente o núme-ro de colunas e linhas das tabelas bem como os números que se adicionam. Por exemplo:
 • O que acontecerá se se adicio-narem pares de números existentes nos
 extremos das cruzes mas localizados em quadrados verdes “adjacentes”? (se se adicionar, por exemplo, N+O e S+E que, quando se considera um dos quadrados da primeira tabela existente no enunciado da tarefa correspondem, respectiva-mente, a 3+10 e 19+12). Haverá alguma regularidade?
 • É possível prever antecipadamente como é que os totais se relacionam uns com os outros? De que dependem?
 • E se adicionarmos os números “adjacentes” de outra forma (por exem-plo, E+N, N+O)?
 38 + 22 = 22+16+22 = 2x 22 +16
 29+31= 22+7+22+9 =2x22+7+9=2x22+16
 AAA
 Constata-se que esta relação se repete entre os números de qualquer outra cruz. Este facto deve ser bem enfatizado, e ilustrado com a colaboração dos alu-nos, pois é o que faz deste exemplo um exemplo generalizável e, portanto, desta verificação uma prova por recurso ao exemplo generalizável.
 Se recorremos à simbologia algébrica para representar os números (tabela apresentada em seguida), obteremos, naturalmente, e tal aconteceu na tarefa Quadrados na tabela dos 100, uma prova algébrica que se pode traduzir da se-guinte forma X+X+16=X+7+X+9 (igualdade verdadeira seja qual for o valor de X uma vez que a adição é comutativa e associativa e 7+9 = 16).
 Uma exploração e abordagem em tudo semelhante pode ser feita para outro tipo de cruzes, nomeadamente a que apenas têm dois eixos de simetria .
 Depois da exploração “livre” que conduz, neste caso, à conjectura de que a adição dos extremos conduz à mesma soma, pode proceder-se como anterior-mente procurando um exemplo generalizável. Tomemos por referência o extre-mo superior da cruz (N) e estabeleçamos as relações numéricas com os restantes extremos da cruz:
 • O extremo inferior (S) 36=4+32
 • O extremo esquerdo da cruz (O): 17=4+13
 • O extremo direito da cruz (E): 23=4+19
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 Esta tarefa deve começar a ser explorada pelos alunos a partir de um mesmo quadro de partida. Por exemplo, o quadro em que a primeira linha acaba em 8, como anteriormente se ilustrou. Depois de uma primeira exploração conjunta visando o envolvimento dos alunos no que se pretende, estes podem prosseguir com as explorações em pequenos grupos. O regresso ao colectivo (turma toda) para partilha das regularidades encontradas, das conjecturas enunciadas e re-spectiva prova, para este quadro, será o passo seguinte.
 Numa segunda fase seria interessante desafiar os alunos a procurarem, então, regularidades em diferentes quadros: uns com a 1ª linha a terminar em 7, outros em 9, outros em 11, etc.
 Cada grupo deverá começar por explorar cruzes com os “braços” todos do mesmo comprimento (quatro eixos de simetria) para depois analisar as que têm apenas dois eixos de simetria. Esta exploração deve ser cuidadosamente acom-panhada pelo professor de modo a garantir que ela é feita de forma sistemática permitindo a identificação das regularidades e a formulação das conjecturas.
 Centrando-se cada grupo num tipo de quadro, poderão ser desafiados a or-ganizar e preparar as suas resoluções para partilhar com a turma toda. Uma hipó-tese é cada grupo organizar um cartaz (folha A3 ou cartolina). Cabe ao professor gerir estas apresentações e orquestrar a discussão colectiva colocando questões tão desafiadoras e estimulando os alunos a colocarem também questões uns aos outros. Um dos aspectos importantes desta fase é o estabelecimento de con-exões entre as diferentes situações.
 11
 TAREFA 9: REGULARIDADES NO CALENDÁRIO1
 1 Tarefa incluída em Boavida et al. (2008).
 Observar a folha de calendário representada na tabela. Seleccionar uma “cruz” qualquer do tipo da sombreada e adicionar todos os números que estão no seu interior. Qual a relação entre a soma obtida e o número que está no centro da “cruz” seleccionada?
 Dom. Seg. Ter. Qua. Qui. Sex. Sáb.1 2 3 4
 5 6 7 8 9 10 1112 13 14 15 16 17 1819 20 21 22 23 24 2526 27 28 29 30
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 Tal como anteriormente foi referido a propósito da tarefa “Quadrados na ta-bela dos 100” as conjecturas, enquanto raciocínios de validade provisória, são sempre “suspeitas”. Uma vez formuladas há que testá-las usando casos não analisados. Se se descobrir algum que mostre que a relação conjecturada não se mantém, ou seja, no caso da tarefa em análise que a soma dos números da cruz é diferente de 5 vezes o número do seu centro, esta descoberta constitui um contra-exemplo para a conjectura formulada que prova que ela não é matemati-camente válida.
 No caso de alguns alunos ficarem convencidos de que o facto de vários ca-sos analisados verificarem a conjectura, é suficiente para garantir a sua validade para qualquer cruz é indispensável que se problematize a situação recorrendo, nomeadamente a exemplos que mostrem que “nem sempre o que parece é”. Além disso, é importante enfatizar a ideia de que por maior que seja a convicção acerca da validade de uma conjectura, é importante compreender as razões por que é válida. Desta forma, destaca-se o papel da prova como instrumento de compreensão e não apenas como um meio de validação.
 Uma das possibilidades de provar a conjectura é analisar todas as cruzes que é possível desenhar no calendário nas condições referidas. Pode-se solicitar que seja feito o levantamento sistemático de todas as cruzes e pedir a justificação de que foram consideradas, de facto, todas. Enveredar por esta via é legítimo e pos-sível, pois o universo de casos é finito e o seu número não é muito elevado. Com efeito, há apenas 12 cruzes cujos números do centro estão registados na tabela 2.
 Número do centro da cruz Soma dos números da cruz Relação
 8 40 (1+7+8+9+15) 40 = 5x8
 9 45 (2+8+9+10+16) 45 = 5x9
 10 50 (3+9+10+11+17) 50 = 5x10
 13 65 (6+12+13+14+20) 65 = 5x13
 14 70 (7+13+14+15+21) 70 = 5x14
 15 75 (8+14+15+16+22) 75 = 5x15
 16 80 (9+15+16+17+ 23) 80 = 5x16
 17 85 (10+16+17+ 18+24) 85 = 5x17
 20 100 (13+19+20+21+27) 100 = 5x20
 21 105 (14+20+21+22+28) 105 = 5x21
 22 110 (15+21+22+23+29) 110 = 5x22
 23 115 (16+22+23+24+30) 115 = 5x23Tabela 2
 A EXPLORAÇÃO DA TAREFA COM OS ALUNOS DA EMPB
 Exploração matemática e metodológica
 A tarefa Regularidades num calendário apela à análise de casos particulares tendo em vista a identificação de regularidades que permitam estabelecer a re-lação solicitada. Sendo o calendário um material de uso corrente que ajuda a or-ganizar o tempo, a exploração de relações entre os números aí registados pode ser, particularmente, motivadora.
 Numa primeira fase, é importante que se comecem a analisar exemplos de várias cruzes que, de início, podem ser escolhidas um pouco ao acaso. No en-tanto, posteriormente, há que realçar as vantagens de uma escolha sistemática de exemplos, pois favorece a formulação de conjecturas. Por exemplo, se se começar por adicionar todos os números da cruz assinalada no enunciado da tarefa, cujo número do centro é 15 (um múltiplo de 5) e, em seguida, se analisar outra cruz em que o número do centro também é múltiplo de 5 (por exemplo 10), é importante ver o que acontece quando no centro da cruz estiver, por ex-emplo, 21 que não o é.
 A observação de algumas das somas obtidas, pode bastar para intuir que os números têm qualquer coisa em comum: o algarismo das unidades ou é zero ou é 5; nos restantes dígitos parece não haver regularidade alguma. Neste âmbito, uma das estratégias que pode ser útil à descoberta de relações é a organização dos dados numa tabela que contém os elementos que se pretende relacionar (tabela 1):
 Número do centro da cruz Soma dos números da cruz15 7510 5020 10021 105
 Tabela 1
 A observação das duas primeiras linhas da tabela por quem estiver familiar-izado com contagens de 5 em 5, ou com a tabuada do 5, pode bastar para intuir que a soma dos números do interior da cruz é o número do centro vezes 5. Os ex-emplos das restantes linhas confirmam esta relação. Assim, parece razoável con-jecturar que qualquer que seja a cruz (do tipo da da tarefa), a soma dos números do seu interior obtém-se multiplicando 5 pelo número que está no seu centro.
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 Constata-se, assim, que, para calcular a soma dos números da cruz, se adi-ciona cinco vezes o número 15, obtendo-se 5x15, visto que o resultado das op-erações com os todos os números, excepto o 15 é 0 (7 - 7 é igual a 0 e o mesmo acontece com 1 - 1). Este raciocínio é válido quando se consideram quaisquer outras cruzes de qualquer calendário pelo que se está perante uma prova pelo recurso ao exemplo generalizável.
 Para provar a validade da conjectura poder-se-á, ainda, recorrer à simbologia algébrica. Se representarmos o número do centro da cruz por x, a representação do número que forma o seu “braço” superior é x + 7, a do “braço” inferior é x -7, a do esquerdo é x - 1 e a do direito é x+1:
 Dom. Seg. Ter. Qua. Qui. Sex. Sáb.
 x-7x-1 x x+1
 x+7
 Através de cálculos algébricos elementares, que têm fortes analogias com os efectuados a propósito do caso em que o número do centro é 15, facilmente se concluirá que a soma dos números do interior da cruz é, em qualquer dos casos e para qualquer calendário organizado por semanas, igual a 5x. Ter-se-ia, assim, produzido uma prova algébrica para a validade da conjectura.
 Da EMP à sala de aula do Ensino Primário
 Os requisitos matemáticos essenciais à exploração da tarefa Regularidades no calendário são o conhecimento dos números naturais e suas representações, da estrutura do sistema de numeração decimal e das operações aritméticas elemen-tares. Todos estes tópicos estão contemplados no currículo do Ensino Primário, pelo que a tarefa pode ser proposta a alunos destes níveis de ensino. Tal como está formulada, a sua exploração requer alguma maturidade matemática, pelo que é aconselhável propô-la a partir da terceira classe.
 Uma possibilidade para se iniciar a sua exploração é, em trabalho colectivo, observar um calendário grande em que o professor desenhou uma cruz do tipo da apresentada. Esta cruz pode funcionar como um referente comum para a
 Esta tabela ilustra uma prova matemática por exaustão da validade da con-jectura, uma vez que mostra que se analisaram todas as possibilidades e nen-huma a refutou. Aqui a expressão prova matemática, ou simplesmente prova, é entendida como um modo de expressar determinados tipos de justificações que podem ter formatos e níveis de sofisticação variados, consoante a maturidade matemática dos alunos, mas que, em qualquer caso, lidam com a questão da generalidade: a conjectura/afirmação é válida para todos os casos do universo em que trabalhamos? Porque o é, ou porque não o é?
 É impossível enveredar por provas por exaustão quando o universo em que trabalhamos é infinito. Alem disso, é um processo muito demorado e pouco efi-caz quando este universo, embora finito, é muito numeroso. Por exemplo, provar que em qualquer calendário de qualquer ano e mês, a soma dos números do interior de uma cruz do tipo daquela com que se está a trabalhar, é manifesta-mente inadequado.
 Assim, é importante procurar outras vias que permitam analisar a validade da conjectura. Uma hipótese é explorar relações numéricas entre os números que estão no interior da cruz focando, simultaneamente, a atenção no número do centro, como é ilustrado na figura 1.
 A partir daqui, os procedimentos que conduzem ao cálculo da soma dos números do interior da cruz po-dem ser representados de modo a evidenciar o número de vezes que se adiciona o 15, bem como a existência de adições e subtracções de vários números iguais (por exemplo, figura 2).
 Dom. Seg. Ter. Qua. Qui. Sex. Sáb. 1 2 3 4
 5 6 7 8 9 10 11
 12 13 14 15 16 17 18
 19 20 21 22 23 24 25
 26 27 28 29 30
 Retirar 7 a 22 e adicioná-lo a 8
 Retirar 1 a 16 e adicioná-lo a 14
 Figura 1
 Soma dos números do interior da cruz
 8 + 7
 15 - 1
 15
 22 -7
 15 +1
 cinco “quinzes”
 Figura 2
 +
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 turma analisar o que está em jogo, o que pode facilitar a compreensão da tarefa. Posteriormente, os alunos, por exemplo, em pequenos grupos, deverão analisar o que se passa com outro tipo de cruzes. Essas cruzes podem ser seleccionadas no referido calendário ou então o professor pode optar por disponibilizar aos grupos calendários diferentes. Em qualquer dos casos, é importante que haja uma fase destinada à partilha e análise colectiva das descobertas feitas pelos alunos. Neste processo, a organização numa tabela dos números do centro da cruz e respectivas somas obtidas é favorável à identificação de regularidades e à formulação de conjecturas.
 Por vezes, e sobretudo nas primeiras experiências de trabalho com padrões e regularidades, os alunos concluem que as conjecturas que formulam são verda-deiras para a generalidade dos objectos do universo em que trabalham, a partir da sua verificação por um pequeno número de casos. Outras vezes, lidam mais explicitamente com a questão da generalização, examinando muitos exemplos e analisando casos a que, naturalmente, não recorremos (casos extremos).
 A ideia de que se pode tirar conclusões acerca da validade geral de uma con-jectura a partir da sua verificação por alguns casos, é uma ideia muito persistente nos alunos e que não se altera facilmente. Só que, em Matemática, raciocínios deste tipo não permitem fundamentar conclusões gerais. Assim, é importante ajudá-los a entender que a verificação de uma afirmação através de exemplos não permite garantir a sua validade para casos não analisados. Trata-se de um grande desafio a quem ensina Matemática em diferentes níveis de ensino e que se reveste de dificuldades acrescidas no Ensino Primário onde não é possível o recurso a certos instrumentos matemáticos que poderiam facilitar este trabalho, mas não seriam inteligíveis para os alunos.
 No caso da maturidade matemática dos alunos não ser suficiente para po-derem recorrer ou, até mesmo, compreender representações e procedimentos algébricos, o recurso à prova pelo exemplo generalizável poderá ser uma pos-sibilidade para ajudar o professor a enfrentar este desafio.
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