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Sistemas a Tempo Discreto
 1. Caracterizacao de sistemas dinamicos a tempo discreto
 2. Transformada-Z
 3. FT discreta, estabilidade e analogia com domınio-s
 4. Sistemas amostrados
 4.1 Amostragem e retencao
 4.2 Controle PID
 4.3 Extrapolacao de dados
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Caracterizacao de Sistemas Dinamicos a Tempo Discreto
 • A entrada e a saıda de um sistema discreto no tempo podem ser considerados
 como tendo o mesmo perıodo de amostragem T , tal que u(k) , u(kT ), onde k
 e um inteiro variando de −∞ a +∞
 Propriedades do sistema dinamico a tempo discreto? as mesmas do
 analogico...
 • Causalidade a saıda corrente depende das entradas corrente e passadas
 • Linearidade, ie, somar entradas → somam-se saıdas. Multiplicar a entrada por
 um escalar → multiplica-se a saıda por um escalar
 • Invariancia no tempo um deslocamento de tempo na entrada u resulta
 apenas no deslocamento de tempo na saıda y
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Descricao Entrada-Saıda
 Considere uma sequencia de pulsos δ(k) definida da forma:
 δ(k − m) =
 1, se k = m
 0, se k 6= m
 onde k e m sao inteiros denotando instantes de amostragem
 • Correspondencia discreta ao impulso δ(t − t ) no caso contınuo
 • δ(t − t ) largura zero e amplitude infinita na pratica nao pode ser
 gerado. Por outro lado, a sequencia pulso pode ser facilmente gerada.
 Seja u(k) uma sequencia de entrada qualquer. Entao u(k) pode ser expressa
 como:
 u(k) =
 ∞∑
 m=−∞
 u(m)δ(k − m)
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Descricao Entrada-Saıda
 Seja g(k, m) a saıda no instante de tempo k excitada pela sequencia pulso
 aplicada no instante de tempo m. Entao pela linearidade
 δ(k − m)gera−→ g(k, m)
 δ(k − m)u(m)gera−→ g(k, m)u(m)
 ∑
 m
 δ(k − m)u(m)gera−→
 ∑
 m
 g(k, m)u(m)
 E a saıda y(k) excitada pela entrada u(k) torna-se
 y(k) =
 ∞∑
 m=−∞
 g(k, m)u(m)
 onde g(k, m) sequencia de resposta ao pulso
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Descricao Entrada-Saıda
 ⊲ Se o sistema e causal ⇒ nao ha saıda se nao for aplicado uma entrada:
 Causalidade ⇐⇒ g(k, m) = 0, ∀k ≤ m !!!
 ⊲ Se o sistema e relaxado em k0 (ie, a condicao inicial e nula) e causal, entao
 a sequencia de resposta ao impulso e reduzida a:
 y(k) =
 k∑
 m=k0
 g(k, m)u(m)
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Descricao Entrada-Saıda
 ⊲ Se o sistema discreto linear e invariante no tempo, entao o instante inicial de
 tempo pode ser escolhido como k0 = 0 !!
 Neste caso:
 g(k, m) = g(k + T, m + T )︸ ︷︷ ︸
 deslocado...
 = g(k − m, 0)︸ ︷︷ ︸
 instante inicial nulo
 = g(k − m)
 Portanto a sequencia de resposta ao pulso e dado por
 y(k) =
 k∑
 m=0
 g(k − m)u(m) =
 k∑
 m=0
 g(m)u(k − m)
 que e a convolucao discreta !!
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Transformada-Z
 Definicao – Transformada-Z
 Y (z) , Z {y(k)} ,
 ∞∑
 k=0
 y(k)z−k
 ⊲ Substituindo a resposta ao pulso y(k) obtem-se
 Y (z) =
 ∞∑
 k=0
 (∞∑
 m=0
 g(k − m)u(m)
 )
 z−(k−m+m)
 (Como, por hipotese, o sistema e causal entao pode-se considerar m = ∞)
 Y (z) =∞∑
 m=0
 (∞∑
 k=0
 g(k − m)z−(k−m)
 )
 u(m)z−m
 c©Reinaldo M. Palharespag.8 Controle de Sistemas Lineares – Aula 21
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FT discreta, Estabilidade e Analogia com Domınio-s
 fazendo p , k − m e g(p) = 0 para p < 0 (isto e, k − m < 0, k < m !!)
 Y (z) =
 (∞∑
 p=0
 g(p)z−p
 )(∞∑
 m=0
 u(m)z−m
 )
 = G(z)U(z)
 onde G(z) e a FT, ie, e a Trasformada-Z da sequencia de resposta ao pulso
 c©Reinaldo M. Palharespag.9 Controle de Sistemas Lineares – Aula 21
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FT discreta, Estabilidade e Analogia com Domınio-s
 Exemplo Considere o sistema com atraso no tempo unitario amostrado
 definido por
 y(k) = u(k − 1)
 a saıda e exatamente a entrada atrasada. A sua sequencia de resposta ao pulso e:
 g(k) = δ(k − 1)
 Portanto a FT discreta e dada por:
 G(z) = Z {g(k)} = Z {δ(k − 1)} = z−1 =1
 z
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FT discreta, Estabilidade e Analogia com Domınio-s
 EC – resulta do denominador da FT discreta, ie, para H(z) = b(z)/a(z) com
 a(z) = zn + a1 zn−1 + · · · + an−1 z + an = 0
 Estabilidade Geral
 • Se todas as raızes da EC estiverem dentro do cırculo unitario (|z| < 1),
 entao a equacao a diferencas e estavel
 Exemplo A EC de y(k) = 0.9y(k − 1) − 0.2y(k − 2) e
 z2 − 0.9z + 0.2 = 0
 Raızes: z1 = 0.5 e z2 = 0.4. A equacao e estavel
 c©Reinaldo M. Palharespag.11 Controle de Sistemas Lineares – Aula 21
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MATLAB
 num=[1 0.5 -0.25 0.25]; % Numerador
 den=[1 -2.6 2.4 -0.8 0]; % Denominador
 T=1; % Perıodo
 Gz = tf(num,den,T) % FT discreta
 Transfer function:
 z^3 + 0.5 z^2 - 0.25 z + 0.25
 -------------------------------
 z^4 - 2.6 z^3 + 2.4 z^2 - 0.8 z
 Sampling time: 1
 pzmap(Gz) % Polos e zeros
 zgrid % ’Grid’ no plano z
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MATLAB
 Real Axis
 Imag
 Axi
 s
 Pole−zero map
 −1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1−1
 −0.8
 −0.6
 −0.4
 −0.2
 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
 1
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MATLAB
 zpk(Gz) % Zeros, polos, ganho
 Zero/pole/gain:
 (z+1) (z^2 - 0.5z + 0.25)
 --------------------------
 z (z-1) (z^2 - 1.6z + 0.8)
 impulse(Gz,40) % Resposta ao pulso
 Time (sec.)
 Am
 plitu
 de
 Impulse Response
 0 5 10 15 20 25 30 35 400
 5
 10
 15From: U(1)
 To:
 Y(1
 )
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MATLAB
 step(Gz,40) % Resposta ao degrau
 Time (sec.)
 Am
 plitu
 de
 Step Response
 0 5 10 15 20 25 30 35 400
 50
 100
 150
 200
 250
 300From: U(1)
 To:
 Y(1
 )
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Sistemas Amostrados
 Sistemas dinamicos sao usualmente contınuos no tempo. Para que possam ser
 controlados por um computador e necessario amostra-los
 D/A G(s) A/Du(kT ) y(kT )
 Deseja-se determinar a FT entre u(kT ) e y(kT ), ie, G(z)
 Amostragem
 • Assume-se que o conversor D/A utiliza um segurador de ordem zero
 (SOZ): a amostra u(kT ) recebida em t = kT e segurada ate o instante
 t = (k + 1)T
 • Se u(kT ) = 1 para k = 0 e u(kT ) = 0 para k 6= 0, a saıda do conversor
 seria um degrau unitario entre k = 0 e k = 1
 c©Reinaldo M. Palharespag.16 Controle de Sistemas Lineares – Aula 21
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Sistemas Amostrados
 ⊲ A resposta do conversor D/A ao pulso pode ser expressa como
 1(t) − 1(t − T ), e a resposta de G(s) a esta entrada particular:
 Y1(s) = G(s)
 [
 1
 s−
 e−T s
 s
 ]
 =(1 − e−T s
 ) G(s)
 s
 ⊲ FT e a transformada-Z da resposta do sistema ao pulso:
 G(z) = Z {y1(kT )}
 = Z{L−1 {Y1(s)}
 }, Z {Y1(s)}
 = Z
 {(1 − e−T s
 ) G(s)
 s
 }
 c©Reinaldo M. Palharespag.17 Controle de Sistemas Lineares – Aula 21
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Sistemas Amostrados
 Como e−T s e exatamente um atraso de um perıodo, verifica-se que
 Z
 {
 e−T s G(s)
 s
 }
 = z−1Z
 {G(s)
 s
 }
 obtendo-se
 G(z) = (1 − z−1)Z
 {G(s)
 s
 }
 Diagrama de blocos em malha-fechada com o SOZ
 R(s)
 +-
 E(s)C(z) G (s)
 Y(s)1-eU (s)
 Controlador PlantaZOH
 s
 -Ts
 Sensor
 H(s)
 pT
 U(s)*E (s)
 G(s)
 *
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Sistemas Amostrados
 ⊲ Para sistemas contınuos com retardo de tempo, o atraso Td e modelado
 como um atraso de r perıodos de amostragem, z−r, onde r e a parte inteira de
 Td/T arredondado para baixo. No MATLAB, a FT contınua
 G(s) = e−0.25s 10
 s2 + 6s + 5
 pode ser discretizada pela funcao c2d (“continuous to discrete”):
 >> T = 0.1
 >> G = tf(10,[1 6 5],’iodelay’,0.25);
 >> Gd = c2d(G,T)
 que resulta:
 G(z) = z−2 0.01133z2 + 0.05597z + 0.007593
 z3 − 1.511z2 + 0.5488z
 O ideal e que escolher T tal que r ≤ 3
 c©Reinaldo M. Palharespag.19 Controle de Sistemas Lineares – Aula 21
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Sistemas Amostrados
 Metodo de Euler Aproximacao de uma solucao real no tempo para equacoes
 diferenciais
 x = lim∆t→0
 ∆x
 ∆t
 onde ∆x e a variacao de x em um intervalo ∆t. Mesmo se ∆t nao e
 exatamente nulo, esta relacao pode ser aproximada por
 x(t) ≈x(k + 1) − x(k)
 T(Versao retangular de avanco)
 onde T = tk+1 − tk (perıodo de amostragem), ou ainda
 x(t) ≈x(k) − x(k − 1)
 T(Versao retangular de atraso)
 ⊲ Uma possıvel escolha para T pode ser igual a 1/30 vezes a largura de banda...
 c©Reinaldo M. Palharespag.20 Controle de Sistemas Lineares – Aula 21
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Sistemas Amostrados – Controle PID
 Propocional: u(t) = Ke(t)
 Integral: u(t) =K
 TI
 ∫ t
 0
 e(η)dη
 Derivativo: u(t) = KTDe(t)
 Aproximacoes
 proporcional: u(k) = Ke(k)
 integral:u(k) − u(k − 1)
 T=
 K
 TI
 e(k) ⇒ u(k) = u(k − 1) +KT
 TI
 e(k)
 derivativo: u(k) =KTD
 T(e(k) − e(k − 1))
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Sistemas Amostrados – Controle PID
 Considerando-se a transformada-Z, obtem-se para o controle integral
 U(z) = z−1U(z) +KT
 TI
 E(z) =z
 z − 1
 KT
 TI
 E(z)
 para o controle derivativo
 U(z) =KTD
 T
 (E(z) − z−1E(z)
 )=
 KTD
 T
 z − 1
 zE(z)
 e para o proporcional U(z) = KE(z)
 Associando-se os tres termos obtem-se a FT discreta do PID
 D(z) =U(z)
 E(z)= K
 (
 1 +T
 TI
 z
 z − 1+
 TD
 T
 z − 1
 z
 )
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Sistemas Amostrados – Controle PID
 • Por outro lado a eq. a diferencas do PID e obtida da forma:
 (1−z−1)U(z) = K(1−z−1)E(z)+KT
 TIE(z)+
 KTD
 T
 “
 1 − 2z−1 + z−2
 ”
 E(z)
 Aplicando a transformada inversa
 u(k) = u(k−1)+K
 »„
 1 +T
 TI+
 TD
 T
 «
 e(k) −
 „
 1 +2TD
 T
 «
 e(k − 1) +TD
 Te(k − 2)
 –
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Sistemas Amostrados – Controle PID
 Exemplo Um servo mecanismo tem como FT da tensao aplicada na entrada
 para a velocidade na saıda (rad/s):
 G(s) =360000
 (s + 60)(s + 600)
 Determinou-se que um PID com K = 5, TD = 0.0008s e TI = 0.003s fornece
 um desempenho satisfatorio para o caso contınuo
 Dados: tempo de subida: ts = 10−3s (note que ts ≈ 1.8/ωn)
 1. Selecione uma taxa de amostragem apropriada
 2. Determine a lei de controle digital correspondente
 c©Reinaldo M. Palharespag.24 Controle de Sistemas Lineares – Aula 21
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Sistemas Amostrados – Controle PID
 Como ωn ≈ 1.8/ts ≈ 1800 rad/s, logo a largura de banda deve ser da
 ordem de 1800 rad/s (apenas estamativa...) ou 286.48 Hz (onde f(Hz) =
 w(rad/s)/2π)
 E o perıodo de amostragem e:
 T =1
 286.48 × 30= 0.1164 × 10−3s
 A eq. a diferencas neste caso e
 u(k) = u(k − 1) + 5 [7.707e(k) − 14.33e(k − 1) + 6.667e(k − 2)]
 A figura a seguir ilustra a resposta ao degrau do sistema contınuo (linha cheia) e
 discreto (pontilhado)
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Sistemas Amostrados – Controle PID
 Time (sec.)
 Am
 plitu
 de
 Step Response
 0 1.4 2.8 4.2 5.6 7
 x 10−3
 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
 1
 1.2
 1.4From: U(1)
 To:
 Y(1
 )
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Sistemas Amostrados – Controle PID
 Exercıcio Obteve-se anteriormente uma FT para aproximar o controle
 derivativo da forma:
 D(z) =U(z)
 E(z)= KTD
 z − 1
 Tz
 onde o polo em z = 0 pode gerar um pouco de atraso em fase. Por outro lado
 poder-se-ia obter:
 D(z) = KpTD
 z − 1
 T
 Isto pode ser feito? Qual a implicacao para implementa-lo?
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Extrapolacao de Dados
 Efeitos do SOZ O SOZ tem como FT:
 SOZ(jω) =1 − e−jωT
 jω
 = e−jωT/2
 {
 ejωT/2 − e−jωT/2
 2j
 }
 ︸ ︷︷ ︸
 seno !!
 2j
 jω
 = Te−jωT/2 sen(ωT/2)
 ωT/2
 ⊲ Desta forma o SOZ introduz um deslocamento em fase de −ωT/2,
 correspondente a um atraso no tempo de T/2 s. Alem disso multiplica o ganho
 por uma funcao de magnitude sen(ωT/2)/(ωT/2)
 c©Reinaldo M. Palharespag.28 Controle de Sistemas Lineares – Aula 21
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