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Metodos de la Fısica Matematica (Vol 1) BORRADOR PRELIMINAR
 5.1. Disgrecion Derivativa
 Los vectores podran ser constantes o variables. Ahora bien esa caracterıstica se verificara tanto en lascomponentes como en la base. Esto quiere decir que cuando un vector es variable podran variar su modulo, sudireccion, su sentido o todo junto o separado. Obviamente esta variabilidad del vector dependera de la baseen la cual se exprese, por lo cual un vector podra tener una componente constante en una base y constanteen otra.
 |a〉(t) = ak (t) |ek〉(t) = ak |ek〉(t) = ak (t) |ek〉
 De esta manera, cuando uno piensa en un vector variable |a〉(t) ⇐⇒ ~a (t) uno rapidamente piensa en establecerun cociente incremental
 lım∆t→0
 |a〉(t+∆t) − |a〉(t)∆t
 = lım∆t→0
 ∆ |a〉(t)∆t
 =d(|a〉(t)
 )dt
 m
 lım∆t→0
 ~a (t+ ∆t)− ~a (t)
 ∆t= lım
 ∆t→0
 ∆~a (t)
 ∆t=
 d~a (t)
 dt
 La misma propuesta se cumplira para las formas diferenciales (t) 〈a| . Como siempre, las propiedades de estaoperacion seran
 d(|a〉(t) + |b〉(t)
 )dt
 =d(|a〉(t)
 )dt
 +d(|b〉(t)
 )dt
 d(α (t) |a〉(t)
 )dt
 =d (α (t))
 dt|a〉(t) + α (t)
 d(|a〉(t)
 )dt
 d(
 (t) 〈a |b〉(t))
 dt=
 (d(
 (t) 〈a|)
 dt
 )|b〉(t) + 〈a|(t)
 d(|b〉(t)
 )dt
 Ahora bien, esto implica que
 |a〉(t) = ak (t) |ek〉(t) =⇒d(|a〉(t)
 )dt
 =d(ak (t) |ek〉(t)
 )dt
 =d ak (t)
 dt|ek〉(t) + ak (t)
 d(|ek〉(t)
 )dt
 con lo cual hay que tener cuidado al derivar vectores y cerciorarse de la dependencia funcional de base ycomponentes. Habra sistemas de coordenadas (bases de vectores) que sean constantes y otros con basesvariables. Ası, el radio vector posicion de una partıcula genera los vectores velocidad y aceleracion.
 ~r = ~r (t) =⇒ ~v (t) =d (~r (t))
 dt=⇒ ~a (t) =
 d (~v (t))
 dt=
 d2 (~r (t))
 dt2
 ahora bien
 ~r ≡ |r〉 = rP |ur〉 = xP |i〉+ yP |j〉+ zP |k〉 con |ur〉 = cos θ |i〉+ sen θ |j〉
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 si suponemos que la partıcula describe un movimiento entonces
 rP = rP (t)
 θ = θ (t)
 ⇐⇒
 x = x (t)y = y (t)z = z (t)
 ; |ur〉 = |ur〉(t) ;|i〉 = const|j〉 = const|k〉 = const
 con lo cual
 d (|ur〉)dt
 =d (cos θ (t) |i〉+ sen θ (t) |j〉)
 dt= − (sen θ (t))
 dθ (t)
 dt|i〉+ cos θ (t)
 dθ (t)
 dt|j〉
 d (|ur〉)dt
 =dθ (t)
 dt[− (sen θ (t)) |i〉+ cos θ (t) |j〉]︸ ︷︷ ︸
 |uθ〉
 =dθ (t)
 dt|uθ〉
 ya que
 ‖|ur〉‖ =√〈ur |ur〉 =
 √[cos θ (t) 〈i|+ sen θ (t) 〈j|] [cos θ (t) |i〉+ sen θ (t) |j〉] = 1
 ‖|uθ〉‖ =√〈uθ |uθ〉 =
 √[− (sen θ (t)) 〈i|+ cos θ (t) 〈j|] [− (sen θ (t)) |i〉+ cos θ (t) |j〉] = 1
 y〈ur |uθ〉 = 〈uθ |ur〉 = [− (sen θ (t)) 〈i|+ cos θ (t) 〈j|] [cos θ (t) 〈i|+ sen θ (t) |j〉] = 0
 Mas aun
 d (|uθ〉)dt
 =d (− (sen θ (t)) |i〉+ cos θ (t) |j〉)
 dt= − (cos θ (t) |i〉+ sen θ (t) |j〉) = −dθ (t)
 dt|ur〉
 Con lo cual, una partıcula que describe un movimiento generico vendra descrita en coordenadas cartesianaspor
 ~r ≡ |r〉 = xP (t) |i〉+ yP (t) |j〉+ zP (t) |k〉
 y su velocidad sera
 ~v (t) =d~r (t)
 dt=
 d (|r〉)dt
 =d (xP (t) |i〉+ yP (t) |j〉+ zP (t) |k〉)
 dt
 =d (xP (t))
 dt|i〉+
 d (yP (t))
 dt|j〉+
 d (zP (t))
 dt|k〉 = vxP (t) |i〉+ vyP (t) |j〉+ vzP (t) |k〉
 y la aceleracion
 ~a (t) =d (vxP (t))
 dt|i〉+
 d (vyP (t))
 dt|j〉+
 d (vzP (t))
 dt|k〉 = axP (t) |i〉+ ayP (t) |j〉+ azP (t) |k〉
 Mientras que en coordenadas polares sera
 ~r ≡ |r〉 = rP (t) |ur〉(t) =⇒ ~v (t) =d(r (t)P |ur〉(t)
 )dt
 =d (r (t)P )
 dt|ur〉(t) + r (t)P
 d(|ur〉(t)
 )dt
 con lo cual la velocidad
 ~v (t) = vr (t)P |ur〉(t) + r (t)Pdθ (t)
 dt|uθ〉
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 y la aceleracion
 ~a (t) =d (~v (t))
 dt=
 d(
 dr(t)Pdt |ur〉(t) + r (t)P
 dθ(t)dt |uθ〉
 )dt
 =d(vr (t)P |ur〉(t)
 )dt
 +d(r (t)P
 dθ(t)dt |uθ〉
 )dt
 ~a (t) =d(
 dr(t)Pdt
 )dt
 |ur〉(t) +dr (t)P
 dt
 d(|ur〉(t)
 )dt
 +dr (t)P
 dt
 dθ (t)
 dt|uθ〉(t) + r (t)P
 d2θ (t)
 dt2|uθ〉(t) + r (t)P
 dθ (t)
 dt
 d(|uθ〉(t)
 )dt
 ~a (t) =
 d(
 dr(t)Pdt
 )dt
 − r (t)P
 (dθ (t)
 dt
 )2 |ur〉(t) +
 2
 dr (t)Pdt
 dθ (t)
 dt+ r (t)P
 d2θ (t)
 dt2
 |uθ〉(t)
 Claramente para el caso de un movimiento circular
 r = R = const =⇒ dR
 dt= 0 =⇒
 ~r (t) = R |ur〉(t)
 ~v (t) = Rdθ(t)dt |uθ〉
 ~a (t) = −R(
 dθ(t)dt
 )2
 |ur〉(t) +Rd2θ(t)dt2 |uθ〉(t)
 De aquı podemos ver claramente que velocidad ~v (t) y posicion ~r (t) son ortogonales. La velocidad, ~v (t) ,siempre es tangente a la trayectoria ~r (t) y en este caso la trayectoria es una circunsferencia. En general elvector
 ~rmed =∑i
 ∆ ~r (ti) =∑i
 (~r (ti + ∆ti)− ~r (ti)) =⇒ lım∆t→0
 ∑i
 ∆ ~r (ti) =
 ∫d~r (t) = ~r (t)
 es decir d~r (t) = lım∆t→0
 ∑i ∆ ~r (ti) es tangente a la trayectoria. Es claro que
 d~r (t) = d [xP (t) |i〉+ yP (t) |j〉+ zP (t) |k〉] ≡(∂xP (t)
 ∂t|i〉+
 ∂yP (t)
 ∂t|j〉+
 ∂zP (t)
 ∂t|k〉)
 dt
 5.2. Curvas y parametros
 Podemos generalizar esta afirmacion y considerar un parametro generico λ, en este caso
 ~r = ~r (xP (λ) , yP (λ) , zP (λ)) =⇒
 d~r (xP (λ) , yP (λ) , zP (λ)) =
 (∂~r
 ∂xP (λ)
 ∂xP (λ)
 ∂λ+
 ∂~r
 ∂yP (λ)
 ∂yP (λ)
 ∂λ+
 ∂~r
 ∂zP (λ)
 ∂zP (λ)
 ∂λ
 )dλ
 =
 (∂xP (λ)
 ∂λ
 ∂~r
 ∂xP (λ)+∂yP (λ)
 ∂λ
 ∂~r
 ∂yP (λ)+∂zP (λ)
 ∂λ
 ∂~r
 ∂zP (λ)
 )dλ
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 con lo cuald (•)dλ
 =∂xP (λ)
 ∂λ
 ∂ (•)∂xP (λ)
 +∂yP (λ)
 ∂λ
 ∂ (•)∂yP (λ)
 +∂zP (λ)
 ∂λ
 ∂ (•)∂zP (λ)
 con lo cual podemos considerar las cantidades(∂xP (λ)∂λ , ∂yP (λ)
 ∂λ , ∂zP (λ)∂λ
 )como las componentes del vector,
 d~r (λ) , (y en general del operador d(•)dλ ) tangente a la trayectoria parametrizada con λ.
 Mas aun las cantidades(
 ∂(•)∂xP (λ) ,
 ∂(•)∂xP (λ) ,
 ∂(•)∂zP (λ)
 )seran los vectores base en esas coordenadas.
 Ası al considerar coordenadas generalizadas(q1 (λ) , q2 (λ) , q3 (λ)
 )|r〉 = r = r
 (q1 (λ) , q2 (λ) , q3 (λ)
 )⇓
 d~r(q1 (λ) , q2 (λ) , q3 (λ)
 )=∂q1 (λ)
 ∂λdλ
 ∂~r
 ∂q1 (λ)+∂q2 (λ)
 ∂λdλ
 ∂~r
 ∂q2 (λ)+∂q3 (λ)
 ∂λdλ
 ∂~r
 ∂q3 (λ)
 mdr
 dλ=∂q1 (λ)
 ∂λ
 ∂~r
 ∂q1 (λ)︸ ︷︷ ︸|q1〉
 +∂q2 (λ)
 ∂λ
 ∂~r
 ∂q2 (λ)︸ ︷︷ ︸|q2〉
 +∂q3 (λ)
 ∂λ
 ∂~r
 ∂q3 (λ)︸ ︷︷ ︸|q3〉
 donde∣∣q1
 ⟩= ∂~r
 ∂q1(λ) ,∣∣q2⟩
 = ∂~r∂q2(λ) ,
 ∣∣q3⟩
 = ∂~r∂q3(λ) ,
 son la base de vectores.
 Por otro lado el modulo del vector ‖d~r (λ)‖ representara la longitud de arco ds para esa curva. Porconsiguiente
 ds2 = 〈dr(λ) |dr(λ)〉 =d 〈dr(λ)|
 dλ
 d |dr(λ)〉dλ
 (dλ)2 =∂qi
 ∂λ
 ∂ 〈dr(λ)|∂qi
 ∂qj
 ∂λ
 ∂ |dr(λ)〉∂qj
 (dλ)2
 =∂ 〈dr(λ)|∂qi
 ∂ |dr(λ)〉∂qj
 ∂qi
 ∂λdλ︸ ︷︷ ︸
 dqi
 ∂qj
 ∂λdλ︸ ︷︷ ︸
 dqj
 =∂ 〈dr(λ)|∂qi
 ∂ |dr(λ)〉∂qj
 dqidqj
 donde d~r(λ)dλ es el vector tangente a la curva. Dado que
 (ds)2
 = gij dxi dxj = gij dxi dxj = gij dqi dqj =∂ 〈dr(λ)|∂qi
 ∂ |dr(λ)〉∂qj︸ ︷︷ ︸
 gij
 dqidqj
 identificamos claramente∂ 〈dr(λ)|∂qi
 ∂ |dr(λ)〉∂qj
 ≡ gij
 Hernandez & Nunez Universidad Industrial de Santander 209
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 Figura 5.1: Coordenadas Curvilıneas en 2D.Cuadrante I, coordenadas cilındricas x = ρ cosϕ; y = ρ senϕ; z = zCuadrante II, coordenadas cilındricas elıpticas x = a coshu cos v; y = a senhu sen v; z = zCuadrante III coordenadas cilındricas parabolicas x = 1
 2
 (u− v2
 ); y = uv; z = z
 Cuadrante IV coordenadas cilındricas bipolares x2 + (y − a cotu)2
 = a2 csc2 u;(x− a senh v
 cosh v
 )2+
 y2 = a2
 senh2 v; z = z
 5.3. Coordenadas Curvilıneas Generalizadas
 Como hemos visto siempre se podra definir un sistema de coordenadas generalizadas(q1, q2, q3
 )tales que
 |r〉 = r = r(q1, q2, q3
 )=⇒ dr =
 ∂ r
 ∂ q1dq1 +
 ∂ r
 ∂ q2dq2 +
 ∂ r
 ∂ q3dq3 =⇒
 (ds)2
 = gij dxi dxj ≡ dr·dr =∂ r
 ∂ qi∂ r
 ∂ qjdqidqj =⇒
 gij=
 ∂ r∂ qi
 ∂ r∂ qj
 |ej〉 = 1∥∥∥ ∂ |r〉∂ qj
 ∥∥∥ ∂ |r〉∂ qj
 genere una trıada de vectors base |ej〉 ortonormales de vectores unitarios tales que
 |e1〉 =1∥∥∥∂ |r〉∂ q1
 ∥∥∥ ∂ |r〉∂ q1; |e2〉 =
 1∥∥∥∂ |r〉∂ q2
 ∥∥∥ ∂ |r〉∂ q2; |e3〉 =
 1∥∥∥∂ |r〉∂ q3
 ∥∥∥ ∂ |r〉∂ q3;
 los cuales son vectores tangentes a las curvas que define el radio vector |r〉. Claramente si el sistema esortogonal los factores de escala son importantes para su categorizacion
 h1 =
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ q1
 ∥∥∥∥ ; h2 =
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ q2
 ∥∥∥∥ ; y h3 =
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ q3
 ∥∥∥∥ ;
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 con lo cual podemos definir el elemento de lınea como
 ds2 =(h1 dq1
 )2+(h2 dq2
 )2+(h3 dq3
 )2=∂ 〈dr(λ)|∂qi
 ∂ |dr(λ)〉∂qj
 dqi dqj = gij dqi dqj
 Es decir que identificamos la metrica como
 h1 =∂x
 ∂q1=∂x1
 ∂q1=√g11; h2 =
 ∂y
 ∂q2=∂x2
 ∂q2=√g22; h3 =
 ∂z
 ∂q3=∂x3
 ∂q3=√g33.
 De tal forma que los casos particulares se recuperan facilmente.
 5.3.1. Coordenadas generalizadas, vectores y formas
 Recordando como construimos el desplazamiento para una base generica ortogonal, |ej〉 de un espaciovectorial con producto interno, el desplazamiento infinitesimal puede expresarse como
 ds2 ≡ 〈dr |dr〉 =(d xk
 ⟨ek∣∣) (d xm |em〉) =
 ⟨ek |em〉 d xk d xm = d xm d xm = gkm d xkd xm
 Donde hemos utilizado el hecho que la metrica nos permite asociar componentes contravariantes a covariantesy viceversa, es decir establece una relacion entre formas y vectores.
 Si las bases de formas y vectores son ortogonales la metrica sera diagonal y como en general∥∥∥∂|dr(λ)〉
 ∂qj
 ∥∥∥ 6= 1,
 entoces surgen los llamados factores de escala hi = giiEntonces, una vez mas, una forma 〈b| o, un vector |a〉 cualquiera puede expresarse como una combinacion
 lineal de formas o vectores base
 |a〉 = aj |ej〉 = aj |ej〉 ↔ 〈b| = bj⟨ej∣∣ = bj
 ⟨ej∣∣
 conaj =
 ⟨ej |a〉 ; aj =
 ⟨ej |a〉 ; bj = 〈b |ej〉 ; y bj = 〈b |ej〉
 De esta manera las componentes covariantes y contravariantes estaran relacionadas como
 aj = gjkak ⇒ ai = h[i]a
 [i]
 donde h[i]a[i] NO indica suma. En otras palabras, en aquellos sistemas de coordenadas en los cuales la metrica
 es diagonal pero no viene representada por la matriz unidad, subir y bajar indices puede incluir los camibosde escala.
 5.3.2. Velocidades y Aceleraciones
 Antes de pasar a analizar los casos particulares haremos un alto para expresar las expresiones de lasvelocidades y las aceleraciones en coordenadas generalizadas. Para ello recordamos que los vectores velocidady aceleracion se representan como
 |V 〉 = V j |ej〉 = xj |ej〉 = V j |ej〉 = ˙xj |ej〉 y |a〉 = aj |ej〉 = xj |ej〉 = aj |ej〉 = ¨xj |ej〉
 respectivamente. Para determinar las expresiones de estos vectores en cualquier sistema de coordenadas, essuficiente con encontrar las expresiones de sus componentes contravariantes o contravariantes. Como sabemos,podremos encontrar una a partir de las otras con la ayuda de la metrica del sistema de coordenadas.
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 Entonces, el vector velocidad en la base cartesiana se puede expresar como
 |V 〉 = Vx |ı〉+Vy |〉+Vz∣∣∣k⟩ = x |ı〉+y |〉+z
 ∣∣∣k⟩ = xj |ej〉 = qj |ej〉 con |e1〉 = |ı〉 ; |e2〉 = |〉 ; y |e3〉 =∣∣∣k⟩ ,
 claramente las componentes contravariantes del vector velocidad en un sistema de coordenadas generalizadoson V j = qj
 Para encontrar las componentes covariantes recordamos que para cualquier base generalizada de vectoreso formas se expresan en termino de la base cartesiana (de vectores o formas) como
 |ej〉 =∂xi
 ∂qj|ei〉 y
 ⟨ei∣∣ =
 ∂qi
 ∂xj⟨ej∣∣
 Entoces las componentes covariantes del vector velocidad en una base generalizada sera
 Vj = 〈V |ej〉 = (xm 〈em|)(∂xi
 ∂qj|ei〉)
 = xm∂xm
 ∂qj= xm
 ∂xm
 ∂t∂qj
 ∂t
 = xm∂xm
 ∂qj=∂(VmV
 m
 2
 )∂qj
 Con lo cual resulta facil expresar las componentes covariantes una vez que conocemos el modulo del vectorexpresado en ese sistema de coordenadas. El cual siempre viene expresado a partir del diferencial
 d |r〉 ⇒ d |r〉dt
 Para encontrar la expresion para la aceleracion se procede de manera analoga.
 aj = 〈a |ej〉 = (xm 〈em|)(∂xi
 ∂qj|ei〉)
 = xm∂xm
 ∂qj≡ d
 dt
 (xm
 ∂xm
 ∂qj
 )− xm
 ∂xm
 ∂qj
 y otra vez
 ∂xm
 ∂qj=∂xm
 ∂qj⇒ aj =
 d
 dt
 (xm
 ∂xm
 ∂qj
 )− xm
 ∂xm
 ∂qj=
 d
 dt
 (∂
 ∂qj
 (xmx
 m
 2
 ))− ∂
 ∂qj
 (xmx
 m
 2
 )y finalmente
 aj =d
 dt
 (∂
 ∂qj
 (VmV
 m
 2
 ))− ∂
 ∂qj
 (VmV
 m
 2
 )
 5.3.3. Coordenadas Cartesianas
 El primer caso, el mas trivial, lo constituyen las coordenadas cartesianas. Vale decir(q1, q2, q3
 )⇐⇒ (x, y, z)
 |r〉 = x |i〉+ y |j〉+ z |k〉 = r = xı+ y+ zk
 r = r (x, y, z) =⇒ dr =
 (∂ r
 ∂ x
 )dx+
 (∂ r
 ∂ y
 )dy +
 (∂ r
 ∂ z
 )dz = dx |i〉+ dy |j〉+ dz |k〉
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 cosecuentemente
 hx =∥∥∥∂ |r〉∂ x
 ∥∥∥ = 1
 hy =∥∥∥∂ |r〉∂ y
 ∥∥∥ = 1
 hz =∥∥∥∂ |r〉∂ z
 ∥∥∥ = 1
 y
 |ex〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂ x ‖∂ |r〉∂ x = |i〉
 |ey〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂y ‖∂ |r〉∂ x = |j〉
 |ez〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂ z ‖∂ |r〉∂ z = |k〉
 ;
 El elemento de lınea viene definido como
 (ds)2
 =(h1 dx1
 )2+(h2 dx2
 )2+(h3 dx3
 )2 ⇐⇒ ds2 = dx2 + dy2 + dz2
 y el tensor metrico serag11 = gxx = 1; g22 = gyy = 1; g22 = gzz = 1.
 El hecho que para el caso de las coordenadas cartesianas hx = hy = hz = 1 significara que las tomaremoscomo coordenadas base respecto a las cuales expresaremos las demas.
 5.3.4. Coordenadas Cilındricas
 Las coordenadas cilındricas se expresan como(q1, q2, q3
 )⇐⇒ (ρ, ϕ, z)
 |r〉 = x (ρ, ϕ) |i〉+ y (ρ, ϕ) |j〉+ z |k〉 ⇐⇒ r = x (ρ, ϕ) ı+ y (ρ, ϕ) + zk
 r = r (ρ, ϕ, z) =⇒ dr =
 (∂ r
 ∂ ρ
 )dρ+
 (∂ r
 ∂ ϕ
 )dϕ+
 (∂ r
 ∂ z
 )dz
 y estas cantidades pueden ser identificadas de las leyes de transformacion respecto a las coordendas carte-sianas
 x = x (ρ, ϕ) = ρ cosϕ
 y = y (ρ, ϕ) = ρ senϕ
 z = z
 =⇒
 dx = cosϕdρ− ρ senϕdϕ
 dy = senϕdρ+ ρ cosϕdϕ
 dz = dz
 con lo cual es facil identificar∂ x(ρ,ϕ)∂ ρ = cosϕ
 ∂ y(ρ,ϕ)∂ ρ = senϕ
 ∂ z∂ ρ = 0
 ;
 ∂ x(ρ,ϕ)∂ ϕ = −ρ senϕ
 ∂ y(ρ,ϕ)∂ ϕ = ρ cosϕ
 ∂ z∂ ϕ = 0
 ; y
 ∂ x(ρ,ϕ)∂ z = 0
 ∂ y(ρ,ϕ)∂ z = 0
 ∂ z∂ z = 1
 y de allı
 hρ =
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ ρ
 ∥∥∥∥ =
 ∥∥∥∥∥∥∂(x (ρ, ϕ) ı+ y (ρ, ϕ) + zk
 )∂ ρ
 ∥∥∥∥∥∥ =
 ∥∥∥∥∂ x (ρ, ϕ)
 ∂ ρı+∂ y (ρ, ϕ)
 ∂ ρ
 ∥∥∥∥hρ = ‖cosϕ ı+ senϕ ‖ = 1
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 y del mismo modo
 hϕ =
 ∥∥∥∥∂ (x (ρ, ϕ) ı+ y (ρ, ϕ) )
 ∂ ϕ
 ∥∥∥∥ = r; hz =
 ∥∥∥∥∂ (z)
 ∂ zk
 ∥∥∥∥ = 1.
 mientras que los vectores unitarios seran
 |eρ〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂ ρ ‖∂ |r〉∂ ρ = ∂ x(ρ,ϕ)
 ∂ ρ ı+ ∂ y(ρ,ϕ)∂ ρ = cosϕ ı+ senϕ
 |eϕ〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂ ϕ ‖∂ |r〉∂ ϕ = 1
 ρ
 (∂ x(ρ,ϕ)∂ ϕ ı+ ∂ y(ρ,ϕ)
 ∂ ϕ )
 = − senϕ ı+ cosϕ
 |ez〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂ z ‖∂ |r〉∂ z =
 ∂ (x(ρ,ϕ)ı+y(ρ,ϕ)+zk)∂ z = k
 ;
 El elemento de lınea viene definido como
 (ds)2
 =(h1 dx1
 )2+(h2 dx2
 )2+(h3 dx3
 )2 ⇐⇒ ds2 = dρ2 + ρ2 dϕ2 + dz2
 y el tensor metrico serag11 = gρρ = 1; g22 = gϕϕ = ρ2; g33 = gzz = 1.
 5.3.5. Coordenadas Esfericas
 Para construir el sistema de coordenadas esfericas(q1, q2, q3
 )⇐⇒ (r, ϕ, θ)
 |r〉 = x (r, ϕ, θ) |i〉+ y (r, ϕ, θ) |j〉+ z (r, ϕ, θ) |k〉 = x (r, ϕ, θ) ı+ y (r, ϕ, θ) + z (r, ϕ, θ) k
 ~r = ~r (r, ϕ, θ) =⇒ d~r=
 (∂ ~r
 ∂ r
 )dr +
 (∂ ~r
 ∂ ϕ
 )dϕ+
 (∂ ~r
 ∂ θ
 )dθ
 y estas cantidades pueden ser identificadas de las leyes de transformacion respecto a las coordendas carte-sianas
 x = x (r, ϕ, θ) = r cosϕ sen θ
 y = y (r, ϕ, θ) = r senϕ sen θ
 z (r, ϕ, θ) = r cos θ
 =⇒
 dx = cosϕ sen θdr − r senϕ sen θdϕ+ r cosϕ cos θdθ
 dy = senϕ sen θdr + r cosϕ sen θdϕ+ r senϕ cos θdθ
 dz = cos θdr − r sen θdθ
 con lo cual es facil identificar∂ x(r,ϕ,θ)
 ∂ r = cosϕ sen θ
 ∂ y(r,ϕ,θ)∂ r = senϕ sen θ
 ∂ z(r,ϕ,θ)∂ r = cos θ
 ;
 ∂ x(r,ϕ,θ)
 ∂ ϕ = −r senϕ sen θ
 ∂ y(r,ϕ,θ)∂ ϕ = r cosϕ sen θ
 ∂ z(r,ϕ,θ)∂ ϕ = 0
 ;
 ∂ x(r,ϕ,θ)
 ∂ θ = r cosϕ cos θ
 ∂ y(r,ϕ,θ)∂ θ = r senϕ cos θ
 ∂ z(r,ϕ,θ)∂ θ = −r sen θ
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 y de allı
 hr =
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ r
 ∥∥∥∥ =
 ∥∥∥∥∥∥∂(x (r, ϕ, θ) ı+ y (r, ϕ, θ) + z (r, ϕ, θ) k
 )∂ r
 ∥∥∥∥∥∥hr =
 ∥∥∥∥∂ x (r, ϕ, θ)
 ∂ rı+∂ y (r, ϕ, θ)
 ∂ r+∂ z (r, ϕ, θ)
 ∂ rk
 ∥∥∥∥hr =
 ∥∥∥cosϕ sen θ ı+ senϕ sen θ + cos θ k∥∥∥ =
 √cos2 ϕ sen2 θ + sen2 ϕ sen2 θ + cos2 θ = 1
 y del mismo modo
 hϕ =
 ∥∥∥∥∥∥∂(x (r, ϕ, θ) ı+ y (r, ϕ, θ) + z (r, ϕ, θ) k
 )∂ ϕ
 ∥∥∥∥∥∥ =
 ∥∥∥∥∂ x (r, ϕ, θ)
 ∂ ϕı+∂ y (r, ϕ, θ)
 ∂ ϕ
 ∥∥∥∥hϕ = ‖−r senϕ sen θ ı+r cosϕ sen θ ‖ =
 √(r senϕ sen θ)
 2+ (r cosϕ sen θ)
 2= r sen θ
 Finalmente,
 hθ =
 ∥∥∥∥∥∥∂(x (r, ϕ, θ) ı+ y (r, ϕ, θ) + z (r, ϕ, θ) k
 )∂ θ
 ∥∥∥∥∥∥hθ =
 ∥∥∥∥∂ x (r, ϕ, θ)
 ∂ θı+∂ y (r, ϕ, θ)
 ∂ θ+∂ z (r, ϕ, θ)
 ∂ θk
 ∥∥∥∥hθ =
 ∥∥∥r cosϕ cos θ ı+r senϕ cos θ − sen θ k∥∥∥
 hθ =
 √(r cosϕ cos θ)
 2+ (r senϕ cos θ)
 2+ (r sen θ)
 2= r
 mientras que los vectores unitarios seran
 |er〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂ r ‖∂ |r〉∂ r = cosϕ sen θ ı+ senϕ sen θ + cos θ k
 |eϕ〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂ ϕ ‖∂ |r〉∂ ϕ = 1
 r sen θ (−r senϕ sen θ ı+r cosϕ sen θ )
 |eθ〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂ θ ‖∂ |r〉∂ θ = 1
 r
 (r cosϕ cos θ ı+r senϕ cos θ − sen θ k
 ) ;
 El elemento de lınea viene definido como
 (ds)2
 =(h1 dx1
 )2+(h2 dx2
 )2+(h3 dx3
 )2 ⇐⇒ ds2 = dr2 + r2 sen2 θ dϕ2 + r2dθ2
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 El tensor metrico sera
 g11 = grr = 1; g22 = gϕϕ = r2 sen2 θ ; g33 = gθθ = r2.
 Por completidud, enumeraremos algunos otros sistemas de coordenadas y dejaremos al lector la labor decalcular los vectores unitarios y la metrica del espacio expresada en estas coordenadas.
 5.3.6. Otros Sistemas Coordenados
 Coordenadas Toroidales
 (q1, q2, q3
 )⇐⇒ (λ, µ, α) ; |r〉 = x (λ, µ, α) ı+ y (λ, µ, α) + z (λ, µ, α) k
 con
 x = x (λ, µ, α) = r cosα; con r =senhλ
 coshλ+ cosµ
 y = y (λ, µ, α) = r senα
 z = z (λ, µ, α) = rsenµ
 coshλ+ cosµ
 con lo cual los vectores unitarios seran
 |eλ〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂ λ ‖∂ |r〉∂ λ = 1∥∥∥∥ ∂ (x(λ,µ,α)ı+y(λ,µ,α)+z(λ,µ,α)k)
 ∂ λ
 ∥∥∥∥∂ (x(λ,µ,α)ı+y(λ,µ,α)+z(λ,µ,α)k)
 ∂ λ
 |eµ〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂ µ ‖∂ |r〉∂ µ =
 |eα〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂ α ‖∂ |r〉∂ α =
 ;
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 ∂ |r〉∂ λ
 =∂((
 senhλcoshλ+cosµ
 )cosα
 )∂ λ
 ı+∂((
 senhλcoshλ+cosµ
 )senα
 )∂ λ
 +∂((
 senhλcoshλ+cosµ
 )senµ
 coshλ+cosµ
 )∂ λ
 k
 ∂ |r〉∂ λ
 =
 (coshλ cosµ+ 1
 cosh2 λ+ 2 coshλ cosµ+ cos2 µ
 )(cosαı+ senα)−
 senµ(cosh2 λ− coshλ cosµ− 2
 )cosh3 λ+ 3 cosh2 λ cosµ+ 3 coshλ cos2 µ+ cos3 µ
 la metrica queda como
 ds2 = r2
 (dλ2 + dµ2
 senh2 λ
 )Las superficies λ = const representan toros alrededor del eje z; las superficies µ = const son esferas concentro sobre el eje z;y finalmente las superficies α = const son planos que contiene al eje z
 Coordenadas Elipsoidales
 Dados tres numeros a, b y c; con a > b > c > 0, la ecuacion
 x2
 a2 + α+
 y2
 b2 + α+
 z2
 c2 + α= 1
 representa las superficies cuadricas1 homofocales (es decir, con el mismo foco u origen en (x = 0, y = 0, z = 0)).Dependiendo del valor del parametro α, estas ecuaciones representaran superficies
 Elipsoides si α > −c2Hiperboloides de una hoja si −c2 > α > −b2Hiperboloides de dos hojas si −b2 > α > −c2
 Esto quiere decir que por cada punto (x, y, z) del espacio, pasan tres superficies cuadricas (dependiendo delvalor de α). Conocidos a, b y c y el punto, (x = x0, y = y0, z = z0) , los valores de α vienen dados por lasraıces de la ecuacion cubica
 x2
 a2 + α+
 y2
 b2 + α+
 z2
 c2 + α= 1 =⇒ α3 + ∆ α2 + Φ α+ Ω = 0
 con
 ∆ = x20 + y2
 0 + z20 − a2 − b2 − c2
 Φ =(b2 + c2
 )x2
 0 +(a2 + c2
 )y2
 0 +(a2 + b2
 )z2
 0 − a2b2 −(a2 + b2
 )c2
 Ω = x20b
 2c2 + y20a
 2c2 + z20a
 2b2 − a2b2c2
 Las raıces de esta ecuacion (α1 = λ;α2 = µ;α3 = ν) definen las coordenadas elipsoidales del punto (x, y, z) =(x (λ, µ, ν) , y (λ, µ, ν) , z (λ, µ, ν))(
 q1, q2, q3)⇐⇒ (λ, µ, ν) ; |r〉 = x (λ, µ, ν) ı+ y (λ, µ, ν) + z (λ, µ, ν) k
 1Notese que la proyeccion de estas superficies en el plano (x, y) representan curvas conicas homofocales
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 y la ley de transformacion queda como
 x = x (λ, µ, ν) =
 √(a2 + λ) (a2 + µ) (a2 + ν)
 (a2 − b2) (a2 − c2)
 y = y (λ, µ, ν) =
 √(b2 + λ) (b2 + µ) (b2 + ν)
 (b2 − a2) (b2 − c2)
 z = z (λ, µ, ν) =
 √(c2 + λ) (c2 + µ) (c2 + ν)
 (c2 − b2) (c2 − a2)
 por cual la metrica sera
 ds2 =(λ− µ) (λ− ν)
 4 (a2 + λ) (b2 + λ) (c2 + λ)dλ2 +
 (µ− λ) (µ− ν)
 4 (a2 + µ) (b2 + µ) (c2 + µ)dµ2
 +(ν − µ) (ν − λ)
 4 (a2 + ν) (b2 + ν) (c2 + ν)dν2
 5.4. Vectores, Tensores, Metrica y Transformaciones
 Nos toca ahora construir expresiones de vectores y tensores a partir de sus leyes de transformacion, hemosdicho que los vectores y los tensores son independiente del sistema de coordenadas (la base) en la cual seexprese.
 5.4.1. Transformando Vectores
 Ası si dada dos bases de vectores coordenados |e1〉 , |e2〉 , |e3〉 y |e1〉 , |e2〉 , |e3〉 para el espacio vectorial<3 Entonces, se cumple que:
 |a〉 = aj |ej〉 = ai |ei〉 =⇒ ⟨
 ei∣∣ a〉 = ai⟨
 ei∣∣ a〉 = ai
 =⇒ ai = aj
 ⟨ei |ej〉 ⇐⇒ ai =
 ∂ xi
 ∂ xj︸ ︷︷ ︸〈ei |ej〉
 aj
 con ello de cartesianas a cilındricas
 x = x (r, ϕ) = ρ cosϕ; y = y (r, ϕ) = ρ senϕ; z = z
 de lo cual se deriva∂ x(ρ,ϕ)∂ ρ = cosϕ
 ∂ y(ρ,ϕ)∂ ρ = senϕ
 ∂ z∂ ρ = 0
 ;
 ∂ x(ρ,ϕ)∂ ϕ = −ρ senϕ
 ∂ y(ρ,ϕ)∂ ϕ = ρ cosϕ
 ∂ z∂ ϕ = 0
 ; y
 ∂ x(ρ,ϕ)∂ z = 0
 ∂ y(ρ,ϕ)∂ z = 0
 ∂ z∂ z = 1
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 Entonces dados
 |a〉 = aj |ej〉 = a1 |e1〉+ a2 |e2〉+ a3 |e3〉 = ax |i〉+ ay |j〉+ az |k〉
 |a〉 = ai |ei〉 = a1 |e1〉+ a2 |e2〉+ a3 |e3〉 = ar |er〉+ aϕ |eϕ〉+ az |ez〉
 con|eρ〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂ ρ ‖∂ |r〉∂ ρ = ∂ x(ρ,ϕ)
 ∂ ρ ı+ ∂ y(ρ,ϕ)∂ ρ = cosϕ ı+ senϕ
 |eϕ〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂ ϕ ‖∂ |r〉∂ ϕ = 1
 ρ
 (∂ x(ρ,ϕ)∂ ϕ ı+ ∂ y(ρ,ϕ)
 ∂ ϕ )
 = − senϕ ı+ cosϕ
 |ez〉 = 1
 ‖ ∂ |r〉∂ z ‖∂ |r〉∂ z =
 ∂ (x(ρ,ϕ)ı+y(ρ,ϕ)+zk)∂ z = k
 ;
 Si tenemos en concreto un vector |a〉 = 5 |i〉+ 4 |j〉+ 3 |k〉 quisieramos conocer su expresion en coordenadascilındricas. Hay que hacer la acotacion que existe una familia de sistemas de coordenados cilındricos para-metrizados por el angulo ϕ y NO un unico sistema coordenado. Obviamente se puede especificar el sistemacoordenado y entonces tendremos un conjunto de componentes definito. Ası la familia de componentes encilındricas del vector |a〉 seran
 aj =⟨ej |a〉 =
 ⟨ej∣∣ (a1 |e1〉+ a2 |e2〉+ a3 |e3〉
 )=⟨ej∣∣ (a1 |e1〉+ a2 |e2〉+ a3 |e3〉
 )con lo cual al expresar los vectores base
 a1 = aρ = 〈eρ| (5 |i〉+ 4 |j〉+ 3 |k〉) = (cosϕ ı+ senϕ ) ·(
 5ı+ 4+ 3k)
 = 5 cosϕ+ 4 senϕ
 a2 = aϕ = 〈eϕ| (5 |i〉+ 4 |j〉+ 3 |k〉) = (− senϕ ı+ cosϕ ) ·(
 5ı+ 4+ 3k)
 = −5 senϕ+ 4 cosϕ
 a3 = az = 〈ez| (5 |i〉+ 4 |j〉+ 3 |k〉) = 〈k| (5 |i〉+ 4 |j〉+ 3 |k〉) = 3
 con lo cual
 |a〉 = 5 |i〉+ 4 |j〉+ 3 |k〉 = (5 cosϕ+ 4 senϕ) |eρ〉+ (−5 senϕ+ 4 cosϕ) |eϕ〉+ 3 |ez〉
 donde es claro que existen infinitos sistemas cilindricos parametrizados por el angulo ϕ , digamos
 ϕ = arctan
 (4
 5
 )⇒
 aρ = 5 cos
 (arctan
 (45
 ))+ 4 sen
 (arctan
 (45
 ))= 25
 41
 √41 + 16
 41
 √41 =
 √41
 aϕ = −5 sen(arctan
 (45
 ))+ 4 cos
 (arctan
 (45
 ))= −
 (2041
 √41)
 +(
 2041
 √41)
 = 0
 az = 3
 con lo cual hemos alineado el eje |eρ〉 a lo largo del vector |a〉 . Ese es un sistema de coordenadas cilindricomuy particular.
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 5.4.2. Transformando Tensores
 Ilustremos ahora las transformaciones de tensores bajo cambios de la base del espacio vectorial.Consideremos el siguiente tensor
 |e1〉 , |e2〉 , |e3〉 ≡ |i〉 , |j〉 , |k〉 =⇒ T ij =
 2 1 32 3 41 2 2
 Es decir es un tensor que hemos expresado en coordenadas cartesianas y queremos pasarlo a cilindricas. Paraello recordamos que
 T km =∂ xk
 ∂ xi∂ xj
 ∂ xmT ij donde
 x1 = x = x (ρ, ϕ) = ρ cosϕ
 x2 = y = y (ρ, ϕ) = ρ senϕ
 x3 = z = zx1 = ρ = ρ (x, y) =
 √x2 + y2
 x2 = ϕ = ϕ (x, y) = arctan(yx
 )x3 = z = z
 con lo cual
 ∂ xk
 ∂ xi=
 ∂ x1
 ∂ x1 = ∂ ρ∂ x = x√
 x2+y2∂ x1
 ∂ x2 = ∂ ρ∂ y = y√
 x2+y2∂ x1
 ∂ x3 = ∂ ρ∂ z = 0
 ∂ x2
 ∂ x1 = ∂ ϕ∂ x = −y
 x2+y2∂ x2
 ∂ x2 = ∂ ϕ∂ y = x
 x2+y2∂ x2
 ∂ x3 = ∂ ϕ∂ z = 0
 ∂ x3
 ∂ x1 = ∂ z∂ x = 0 ∂ x3
 ∂ x2 = ∂ z∂ y = 0 ∂ x3
 ∂ x3 = ∂ z∂ z = 1
 es decir
 ∂ xk
 ∂ xi=
 cosϕ senϕ 0
 − senϕρ
 cosϕρ 0
 0 0 1
 mientras que
 ∂ xj
 ∂ xm=
 ∂ x1
 ∂ x1 = ∂ x∂ ρ = cosϕ ∂ x1
 ∂ x2 = ∂ x∂ ϕ = −ρ senϕ ∂ x1
 ∂ x3 = ∂ x∂ z = 0
 ∂ x2
 ∂ x1 = ∂ y∂ ρ = senϕ ∂ x2
 ∂ x2 = ∂ y∂ ϕ = ρ cosϕ ∂ x2
 ∂ x3 = ∂ y∂ z = 0
 ∂ x3
 ∂ x1 = ∂ z∂ ρ = 0 ∂ x3
 ∂ x2 = ∂ z∂ ϕ = 0 ∂ x3
 ∂ x3 = ∂ z∂ z = 1
 con lo cual
 ∂ xj
 ∂ xm=
 cosϕ −ρ senϕ 0
 senϕ ρ cosϕ 0
 0 0 1
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 Por lo tanto
 T km =∂ xk
 ∂ xiT ij
 ∂ xj
 ∂ xm⇒ T km =
 cosϕ senϕ 0
 − senϕρ
 cosϕρ 0
 0 0 1
 T ij
 cosϕ −ρ senϕ 0
 senϕ ρ cosϕ 0
 0 0 1
 es decir
 T km =
 cosϕ senϕ 0− senϕ
 ρcosϕρ 0
 0 0 1
 2 1 32 3 41 2 2
 cosϕ −ρ senϕ 0senϕ ρ cosϕ 0
 0 0 1
 T km =
 − cos2 ϕ+ 3 cosϕ senϕ+ 3 ρ senϕ cosϕ− 2ρ+ 3ρ cos2 ϕ 3 cosϕ+ 4 senϕcosϕ senϕ+3 cos2 ϕ−1
 ρ −3 cosϕ senϕ+ cos2 ϕ+ 2 −3 senϕρ + 4 cosϕ
 ρ
 cosϕ+ 2 senϕ −ρ senϕ+ 2ρ cosϕ 2
 Si suponemos que el origen del sistema de coordenadas cilindrico esta en el vector anterior. Esto es
 |a〉 = 5 |i〉+ 4 |j〉+ 3 |k〉 ⇒
 ρ =√x2 + y2 ⇒ ρ =
 √52 + 42 =
 √41
 ϕ = arctan(yx
 )⇒ ϕ = arctan
 (45
 )= 0,67474 rad
 y entonces
 T km =
 3,8537 2,030 3 4,841 40,20569 1. 146 3 0,195 122,030 3 6,0 2
 Si consideramos una nueva base
 |e1〉 , |e2〉 , |e3〉 ⇒
 |e1〉 = |i〉
 |e2〉 = |i〉+ |j〉
 |e3〉 = |i〉+ |j〉+ |k〉
 ⇐⇒
 ⟨e1 |e1〉 = 1
 ⟨e1 |e2〉 = 1
 ⟨e1 |e3〉 = 1⟨
 e2 |e1〉 = 1⟨e2 |e2〉 = 2
 ⟨e2 |e3〉 = 2⟨
 e3 |e1〉 = 1⟨e3 |e2〉 = 2
 ⟨e3 |e3〉 = 3
 para ese mismo espacio <3 encontraremos una nueva expresion que toma T ij en esa base. Igualmente encontra-
 remos las expresiones para los siguientes tensores: T ji , Tij , Tij . Notese que esta nueva base no es ortogonal
 ,⟨ek |ei〉 6= δki , con lo cual no se cumplen muchas cosas entre ellas |ek〉
 ⟨ek∣∣ 6= 1
 Para encontrar la expersion T ij expresamos los vectores base |e1〉 , |e2〉 , |e3〉 ≡ |i〉 , |j〉 , |k〉 en terminode la base |e1〉 , |e2〉 , |e3〉
 |e1〉 , |e2〉 , |e3〉 =⇒
 |e1〉 = |i〉 = |e1〉
 |e2〉 = |j〉 = |e2〉 − |e1〉
 |e3〉 = |k〉 = |e3〉 − |e2〉
 recordamos que un vector generico
 |a〉 = aj |ej〉 = aj |ej〉 =⇒
 |a〉 = aj |ej〉 = a1 |e1〉+ a2 |e2〉+ a3 |e3〉 = a1 |e1〉+ a2 (|e1〉+ |e2〉) + a3 (|e1〉+ |e2〉+ |e3〉)
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 con lo cuala1 |e1〉+ a2 |e2〉+ a3 |e3〉 =
 (a1 + a2 + a3
 )|e1〉+
 (a2 + a3
 )|e2〉+ a3 |e3〉
 y como
 a1 = a1 + a2 + a3
 a2 = a2 + a3
 a3 = a3
 =⇒ ai =∂ xi
 ∂ xkak =⇒
 ∂ x1
 ∂ x1 = 1; ∂ x1
 ∂ x2 = 1; ∂ x1
 ∂ x3 = 1;
 ∂ x2
 ∂ x1 = 0; ∂ x2
 ∂ x2 = 1; ∂ x2
 ∂ x3 = 1;
 ∂ x3
 ∂ x1 = 0; ∂ x3
 ∂ x2 = 0; ∂ x3
 ∂ x3 = 1;
 Es de hacer notar que dado que la base ortonormal |e1〉 , |e2〉 , |e3〉 ≡ |i〉 , |j〉 , |k〉 se tiene que
 |a〉 = aj |ej〉 = ai |ei〉 =⇒⟨ei∣∣ a〉 = aj
 ⟨ei |ej〉 = ajδij = ai = ak
 ⟨ei |ek〉 =⇒ ∂ xi
 ∂ xk=⟨ei |ek〉
 El mismo procedimiento se puede aplicar para expresar el vector |a〉 como combinacion lineal de los vectores|ej〉
 |a〉 = aj |ej〉 = aj |ej〉 = a1 |e1〉+ a2 |e2〉+ a3 |e3〉 = a1 |e1〉+ a2 (|e2〉 − |e1〉) + a3 (|e3〉 − |e2〉)
 a1 = a1 − a2
 a2 = a2 − a3
 a3 = a3
 =⇒ ak = ai∂ xk
 ∂ xi=⇒
 ∂ x1
 ∂ x1 = 1; ∂ x1
 ∂ x2 = −1; ∂ x1
 ∂ x3 = 0;
 ∂ x2
 ∂ x1 = 0; ∂ x2
 ∂ x2 = 1; ∂ x2
 ∂ x3 = −1;
 ∂ x3
 ∂ x1 = 0; ∂ x3
 ∂ x2 = 0; ∂ x3
 ∂ x3 = 1;
 Notese que, como era de esperarse,
 ∂ xi
 ∂ xk∂ xk
 ∂ xj= δij =⇒
 1 1 10 1 10 0 1
 1 −1 00 1 −10 0 1
 =
 1 0 00 1 00 0 1
 Con las expresiones matriciales para las transformaciones ,estamos en capacidad de calcular, componente acomponente, las representacion del tensor en la nueva base con lo cual
 T km =∂ xk
 ∂ xi∂ xj
 ∂ xmT ij =⇒
 T 11 = ∂ x1
 ∂ xi∂ xj
 ∂ x1 Tij = ∂ x1
 ∂ x1
 (∂ x1
 ∂ x1 T11 + ∂ x2
 ∂ x1 T12 + ∂ x3
 ∂ x1 T13
 )+∂ x1
 ∂ x2
 (∂ x1
 ∂ x1 T21 + ∂ x2
 ∂ x1 T22 + ∂ x3
 ∂ x1 T23
 )+∂ x1
 ∂ x3
 (∂ x1
 ∂ x1 T31 + ∂ x2
 ∂ x1 T32 + ∂ x3
 ∂ x1 T33
 )es decir
 T 11 = ∂ x1
 ∂ xi∂ xj
 ∂ x1 Tij = 1 ·
 (1 T 1
 1 + 0 T 12 + 0 T 1
 3
 )−1 ·
 (1 T 2
 1 + 0 T 22 + 0 T 2
 3
 )+0(1 T 3
 1 + 0 T 32 + 0 T 3
 3
 )T 1
 1 = ∂ x1
 ∂ xi∂ xj
 ∂ x1 Tij = T 1
 1 − T 21 = 2− 2 = 0
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 del mismo modo
 T 12 = ∂ x1
 ∂ xi∂ xj
 ∂ x2 Tij = ∂ x1
 ∂ x1
 (∂ x1
 ∂ x2 T11 + ∂ x2
 ∂ x2 T12 + ∂ x3
 ∂ x2 T13
 )+∂ x1
 ∂ x2
 (∂ x1
 ∂ x2 T21 + ∂ x2
 ∂ x2 T22 + ∂ x3
 ∂ x2 T23
 )+∂ x1
 ∂ x3
 (∂ x1
 ∂ x2 T31 + ∂ x2
 ∂ x2 T32 + ∂ x3
 ∂ x2 T33
 )es decir
 T 12 = ∂ x1
 ∂ xi∂ xj
 ∂ x2 Tij = 1 ·
 (1 T 1
 1 + 1 T 12 + 0 T 1
 3
 )−1 ·
 (1 T 2
 1 + 1 T 22 + 0 T 2
 3
 )+0(1 T 3
 1 + 1 T 32 + 0 T 1
 3
 )T 1
 2 = ∂ x1
 ∂ xi∂ xj
 ∂ x1 Tij =
 (T 1
 1 + T 12
 )−(T 2
 1 + T 22
 )= (2 + 1)− (2 + 3) = −2
 se puede continuar termino a termino o realizar la multiplicacion de las matrices ∂ xk
 ∂ xi , Tij y ∂ xj
 ∂ xm provenientesde la transformacion de componentes de tensores. Vale decir
 T km =∂ xk
 ∂ xiT ij
 ∂ xj
 ∂ xm⇔
 1 −1 00 1 −10 0 1
 2 1 32 3 41 2 2
 1 1 10 1 10 0 1
 =
 0 −2 −31 2 41 3 5
 hay que resaltar un especial cuidado que se tuvo en la colocacıon de la matrices para su multiplicacion. Si
 bien en la expresion T km = ∂ xk
 ∂ xi∂ xj
 ∂ xm T ij las cantidades ∂ xk
 ∂ xi son numeros y no importa el orden con el cualse multipliquen, cuando se colocan como matrices debe respetarse la “concatenacion interna de ındices”.Esto es cuando querramos expresar T km como una matriz, donde el ındice contravariante k indica filas y elındice covariante m las columnas, fijamos primero estos ındices y luego respetamos la “concatenacion ındices”covariantes con los contravariantes. Esta es la convencion para expresar la multiplicacion de matrices en lanotacion de ındices2. Esto es
 T km =∂ xk
 ∂ xi∂ xj
 ∂ xmT ij =⇒ T km =
 ∂ xk
 ∂ xiT ij
 ∂ xj
 ∂ xm
 Ahora los objetos ∂ xk
 ∂ xi , Tij y ∂ xj
 ∂ xm pueden ser sustitidos (en sus puestos correspondientes) por su represen-tacion matricial.
 Con lo cual hemos encontrado la respresentacion matricial T km de las componentes del tensor T en labase |e1〉 , |e2〉 , |e3〉 T 1
 1 = 0 T 12 = −2 T 1
 2 = −3
 T 21 = 1 T 2
 2 = 2 T 23 = 4
 T 31 = 1 T 3
 2 = 3 T 33 = 5
 Para encontrar la expresion para Tkm recordamos que Tkm = gknT
 nm es decir, requerimos las componentes
 covariantes y contravariantes del tensor metrico gkn que genera esta base. Para ello recordamos que parapara una base generica, |ej〉 , no necesariamente ortogonal, de un espacio vectorial con producto interno,
 2Quiza una forma de comprobar si los ındices esta bien concatenados se observa si se “bajan” los ındices contravariantespero se colcan de antes que los covariantes. Esto es T i
 j → Tij Ası la multiplicacion de matrices queda representada por
 Cij = Ai
 kBkj → Cij = AikBkj y aquı es claro que ınidices consecutivos estan “concatenados” e indican multiplicacion
 Hernandez & Nunez Universidad Industrial de Santander 223

Page 20
						

Metodos de la Fısica Matematica (Vol 1) BORRADOR PRELIMINAR
 podemos definir la expresion de un tensor
 (02
 )que denominaremos tensor metrico como
 g
 |ei〉↓ , |ej〉↓, = gij ≡ gji =⇒ gij ≡ gji = g [|ei〉 , |ej〉] ≡ 〈ei |ej〉 ≡ 〈ej |ei〉
 g
 〈ei|↓• ,〈ej|↓•
 = gij ≡ gij =⇒ gij ≡ gij = (gij)−1
 Es de hacer notar que la representacion matricial para la metrica covariante gij de una base ortonormal|e1〉 , |e2〉 , |e3〉 ≡ |i〉 , |j〉 , |k〉 es siempre diagonalEsto es
 g11 = 〈e1 |e1〉 = 〈i |i〉 = 1; g12 = 〈e1 |e2〉 = 〈i |j〉 = 0; g13 = 〈e1 |e2〉 = 〈i |j〉 = 0;
 g21 = 〈e2 |e1〉 = 〈j |i〉 = 0; g22 = 〈e2 |e2〉 = 〈j |j〉 = 1n; g23 = 〈e2 |e3〉 = 〈j |k〉 = 0;
 g31 = 〈e3 |e1〉 = 〈k |i〉 = 0; g32 = 〈e3 |e2〉 = 〈k |j〉 = 0; g33 = 〈e3 |e3〉 = 〈k |k〉 = 1;
 con lo cual〈Tnm〉
 〈Tkm〉 ≡ 〈gknTnm〉
 〈Tnm〉 ≡⟨gnkTmk
 ⟩
 =⇒
 0 −2 −31 2 41 3 5
 donde hemos denotado 〈•〉 como la representacion matricial del objeto
 Para el caso de la base generica no ortonormal |ej〉 tenemos dos formas de calcular el tensor (lascomponentes covariantes y contravariantes) del tensor metrico. La primera es la forma directa
 g11 = 〈e1 |e1〉 = 〈i |i〉 = 1; g12 = 〈e1 |e2〉 = 〈i| (|i〉+ |j〉) = 1;
 g21 = 〈e2 |e1〉 = (〈i|+ 〈j|) |i〉 = 1; g22 = 〈e2 |e2〉 = (〈i|+ 〈j|) (|i〉+ |j〉) = 2
 g31 = 〈e3 |e1〉 = (〈i|+ 〈j|+ 〈k|) |i〉 = 1; g32 = 〈e3 |e2〉 = (〈i|+ 〈j|+ 〈k|) (|i〉+ |j〉) = 2;
 yg13 = 〈e1 |e3〉 = 〈i| (|i〉+ |j〉+ |k〉) = 1;
 g23 = 〈e2 |e3〉 = (〈i|+ 〈j|) (|i〉+ |j〉+ |k〉) = 2
 g33 = 〈e3 |e3〉 = (〈i|+ 〈j|+ 〈k|) (|i〉+ |j〉+ |k〉) = 3
 consecuentemente
 gij ≡ gji ⇐⇒
 1 1 11 2 21 2 3
 =⇒ gij ≡ gij = (gij)−1 ⇐⇒
 2 −1 0−1 2 −10 −1 1
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 La otra forma de calcular la metrica correspondiente la base ortonormal |e1〉 , |e2〉 , |e3〉 ≡ |i〉 , |j〉 , |k〉 ytransformarla a la base no ortonormal |e1〉 , |e2〉 , |e3〉 ≡ |i〉 , |i〉+ |j〉 , |i〉+ |j〉+ |k〉 esto es
 gkm =∂ xi
 ∂ xk∂ xj
 ∂ xmgij =⇒ gkm =
 ∂ xi
 ∂ xkgij
 ∂ xj
 ∂ xm
 La metrica para el la base ortonormal sera diagonal y ademas gii = 1gii , con lo cual
 gij ⇐⇒
 1 0 00 1 00 0 1
 ; gij ⇐⇒
 1 0 00 1 00 0 1
 ; gij ⇐⇒
 1 0 00 1 00 0 1
 ;
 y
 gkm =∂ xi
 ∂ xkgij
 ∂ xj
 ∂ xm;
 1 0 01 1 01 1 1
 1 0 00 1 00 0 1
 1 1 10 1 10 0 1
 =
 1 1 11 2 21 2 3
 notese para conservar la convencion de ındices y matrices hemos representado que hemos traspuesto la matriz
 correspondiente a ∂ xi
 ∂ xk. La razon, como dijimos arriba es
 gkm =∂ xi
 ∂ xkgij
 ∂ xj
 ∂ xm−→ gkm = Πik gij Πjm −→ gkm = Πki gij Πjm
 Para poder representar multipicacion de matrices los ındices deben estar consecutivos, por tanto hay quetrasponer la represetacion matricial para poder multiplicarlar.
 Ya estamos en capacidad de obtener las representacines matriciales para los tensores: T ji , Tij , Tij .
 ⟨T ji
 ⟩=⟨T ij
 ⟩T
 −→
 0 −2 −31 2 41 3 5
 T
 =
 0 1 1−2 2 3−3 4 5
 −→ ⟨T ji
 ⟩
 ⟨Tkm
 ⟩=⟨gknT
 nm
 ⟩−→
 1 1 11 2 21 2 3
 0 −2 −31 2 41 3 5
 =
 2 3 64 8 155 11 20
 −→ ⟨Tkm
 ⟩
 ⟨T kn
 ⟩=⟨Tnmg
 mk⟩→
 0 −2 −31 2 41 3 5
 1 1 11 2 21 2 3
 =
 −5 −10 −137 13 179 17 22
 → ⟨T km
 ⟩
 5.5. Campos Tensoriales y el Concepto de Campo
 Cuando avanzamos en la derivacion de vectores vimos vectores que dependıan del tiempo. Luego cuandoconstruimos sistemas de coordenadas ortogonales vimos tambien vectores que variaban en modulo direcciony sentido.
 |a〉(t) = ak (t) |ek〉(t) = ak |ek〉(t) = ak (t) |ek〉
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 Figura 5.2: Radio vector posicion ~r (t) en <2 que describe parametricamente una curva.
 Ahora podemos generalizar este concepto a tensores que dependen de una variable escalar
 T [, , · · · , ; •, •, · · · , •](t)⇓
 T
 |ti(1)〉↓ ,
 |uj(2)〉↓, , · · · ,
 |vk(m)〉↓ ;
 〈xm(1)|↓• ,
 〈yn(2)|↓• , · · · ,
 〈zl(n)|↓•
 (t)
 = Tmn···lij···k (t)
 Tmn···lij···k (t)⟨ti(1)
 ∣∣⊗ ⟨uj(2)∣∣⊗ · · · ⊗ ⟨vk(m)
 ∣∣⊗ |xm(1)〉 ⊗ |yn(2)〉 ⊗ · · · ⊗ |zl(n)〉
 Tmn···lij···k⟨ti(1)
 ∣∣(t)⊗⟨uj(2)
 ∣∣(t)⊗ · · · ⊗
 ⟨vk(m)
 ∣∣(t)⊗ |xm(1)〉(t) ⊗ |yn(2)〉(t) ⊗ · · · ⊗ |zl(n)〉(t)
 Tmn···lij···k (t)⟨ti(1)
 ∣∣(t)⊗⟨uj(2)
 ∣∣(t)⊗ · · · ⊗
 ⟨vk(m)
 ∣∣(t)⊗ |xm(1)〉(t) ⊗ |yn(2)〉(t) ⊗ · · · ⊗ |zl(n)〉(t)
 al igual que los vectores, la dependencia funcional de los tensores variara con la base en la cual se exprese.Ası tendremos tensores cuyas componentes, en una determinada base, seran variables y en otra no. Mientrasque una de las bases sera variable y otra no.
 Igualmente saltamos al cociente incremental para conocer la velocidad de variacion
 lım∆t→0
 T [, , · · · , ; •, •, · · · , •](t+∆t) − T [, , · · · , ; •, •, · · · , •](t)∆t
 m
 lım∆t→0
 ∆T [, , · · · , ; •, •, · · · , •](t)∆t
 m
 d(T [, , · · · , ; •, •, · · · , •](t)
 )dt
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 Figura 5.3: Campo Vectorial en <3
 si la base es constante, entonces podemos, como en el caso de los vectores, la dependencia funcional y suvariacion (su derivada) recae sobre sus componentes. Ası podemos construir la derivada de las componentescomo
 lım∆t→0
 Tmn···lij···k (t+ ∆t)− Tmn···lij···k (t)
 ∆t= lım
 ∆t→0
 ∆Tmn···lij···k (t)
 ∆t=
 d(Tmn···lij···k (t)
 )dt
 Siguiendo con el proceso de generalizacion podemos pensar en una dependencia funcional multilineal.Esto es que el argumento de la “funcion” tensorial otro tensor,
 T [, , · · · , ; •, •, · · · , •] = T [, , · · · , ; •, •, · · · , •]G[,,··· ,;•,•,··· ,•]
 A ese objeto se le llama Campo Tensorial, pero vamos con calma. Analicemos lo casos mas simples los cualesson los verdaderamente utiles. Como era de esperarse, tendremos varios casos que se pueden construir apartir de esta idea hemos visto funciones que ahora llamaremos campos homogeneos
 ϕ = ϕ (t) funcion
 |r〉(t) ⇐⇒ ~r = ~r (t) rk (t) vector
 T = T [, , · · · , ; •, •, · · · , •](t) Tmn···lij···k (t) tensor
 y veremos campos constantes o estacionarios ~r 6= ~r (t)
 ϕ = ϕ (~r) Campo Escalar
 |a〉(|r〉) ⇐⇒ ~a = ~a (~r) ak (~r) Campo Vectorial
 T = T [, , · · · , ; •, •, · · · , •](|r〉) Tmn···lij···k (~r) Campo Tensorial...
 ...
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 campos variables o no estacionarios
 ϕ = ϕ (~r (t) , t) Campo Escalar Variable
 |a〉(|r〉) ⇐⇒ ~a = ~a (~r (t) , t) ak (~r (t) , t) Campo Vectorial
 T = T [, , · · · , ; •, •, · · · , •](|r〉) Tmn···lij···k (~r (t) , t) Campo Tensorial...
 ...
 en ambos casos hemos supuesto que la base en la cual se expresan vectores y tensores es constante.La idea de los campos escalares, vectoriales, tensoriales, con argumento vectorial, es asociar un valor de la
 componente (escalar, vectorial o tensorial) a cada punto del espacio (si el vector esta en <3). Obviamente loscampos escalares asocian un numero a cada posicion y los campos vectoriales, ademas del numero (modulo)asocian una direccion y un sentido.
 Los campos escalares seran las distribuciones de densidad ρ (~r (t)) , presion P (~r (t)) y temperaturaT (~r (t)) de la atmosfera terrestre o la distribucion de intensidades del campo electrico en una superficie.Ası al considerar el potencial electrico
 φ (~r) = φ (x, y) = ln
 (√(x+ 1)
 2+ y2
 )− ln
 (√(x− 1)
 2+ y2
 )La representacion del campo escalar sera
 Campo Escalar φ (~r) = φ (x, y) = ln
 (√(x+ 1)
 2+ y2
 )− ln
 (√(x− 1)
 2+ y2
 )y la representacion de un campo vectorial sera
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 Figura 5.4: Ejemplo de Campo Escalar. Campo de Temperaturas T = T (x, y)
 Campo vectorial
 5.6. Campos escalares y superficies
 Campo escalar sera aquella funcion escalar de argumento vectorial. Con ello a cada punto del espacio sele asocia un numero. Esto es
 φ : <n → < φ = φ (~r) ⇒ φ = φ(xi)
 = φ(xi)⇔ φ = φ (x, y, z) = φ (x, y, z)
 Estamos enfatizando el hecho que un campo escalar no variara bajo cambios de las coordenadas en suargumento. Adicionalmente recalcamos que es indistinto hablar de vectores o sus coordenadas φ = φ (~r) ⇔φ = φ
 (xi). La Figura 5.4 ilustra un campo de temperaturas
 T = T (x, y) = 70 + 180e−(x−3)2/10−(y−2)2/10
 Si unimos los puntos con iguales temperaturas tendremos curvas isotermas tal y como se observan en laFigura 5.6
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 Figura 5.5: Curvas de Nivel para una funcion z = g (x, y) = cte
 Curvas Isotermas. T = T (x, y) = cte
 Un campo escalar φ = φ(x1, x2
 )definira superficies si la representamos en <3 como x3 = φ
 (x1, x2
 )curvas de nivel o isocurvas las cuales corresponden a soluciones φ = φ
 (xi)
 = cte. Tal y como se ilustra en lafigura (5.5) los planos z = k = cte cortan la superficie y definen la curva g (x, y) = z = k.
 Capt5AnalisisVectorialEn la proxima seccion describiremos una fauna de operadores vectoriales, su utilidad y significado fısico.
 5.7. Campos vectoriales y lıneas de flujo
 Consideremos ahora un campo vectorial ~a (~r) y estudiemos su representacion y lo que es mas importante,su variacion. Tal y como hemos dicho y volvemos a representar en la figura (5.6) los campos vectorialesasocian un vector (con su modulo direccion y sentido) a cada punto del espacio. Comunmente, nos referimosa campos vectoriales segun el caso. Ası consideraremos campos de fuerza (es decir el vector del campo es unafuerza), campo de velocidades ( el vector del campo es una velocidad). Del mismo modo a aquellas lıneas a lascuales los vectores son tangentes se les dominan lıneas de campo, curvas integrales o simplemente lıneas deflujo o de corriente. A las trayectorias ortogonales a estas lıneas, vale decir a aquellas lıneas cuyos vectorestangentes sean ortogonales al campo, se les denominaran lıneas equipotenciales. El ejemplo mas emblematico
 Hernandez & Nunez Universidad Industrial de Santander 230

Page 27
						

Metodos de la Fısica Matematica (Vol 1) BORRADOR PRELIMINAR
 Figura 5.6: Capt5AnalisisVectorial/Campos vectoriales
 lo constituye el gradiente de un campo escalar ~∇φ (x, y). Las lıneas equipotenciales las define el campo escalar
 mismo, φ (x, y) = z = cte (curva de nivel) y construimos un campo vectorial con su gradiente, ~∇φ (x, y) .Como el gradiente es perpendicular a la curva de nivel tendremos que las curvas integrales, ( lıneas de flujo o
 lıneas de corriente) del campo vectorial ~∇φ (x, y) seran trayectorias ortogonales a las curvas equipotenciales.
 5.7.1. Lıneas de flujo o curvas integrales
 Supongamos el caso bidimensional3 en coordenadas cartesianas, y consideremos un desplazamiento dife-rencial d~r en la direccion del campo vectorial, es facil convencerse que
 d~r ∝ ~a (x, y) = ax (x, y) ı+ ay (x, y) ⇒ dx
 ax (x, y)=
 dy
 ay (x, y)
 con lo cual encontramos las lıneas de flujo o curvas integrales y (x) del campo ~a (x, y)
 dy
 dx=ay (x, y)
 ax (x, y)⇒ y (x) =
 ∫ay (x, y)
 ax (x, y)dx
 ası dado un campo vectorial
 ~a = −xı+ y ⇒ dy
 dx=
 y
 −x⇒
 ∫dy
 y=
 ∫dx
 −x+ C ⇒ y (x) =
 1
 xC1
 o lo que son lo mismo hiperbolas yx = C.Otra forma, equivalente de verlo es que
 d~r ∝ ~a (x (t) , y (t) , z (t) , t) ⇒d~r × ~a (x (t) , y (t) , z (t) , t) = 0 ⇒
 0 =
 ∥∥∥∥∥∥ı k
 dx dy dzax (x (t) , y (t) , z (t) , t) ay (x (t) , y (t) , z (t) , t) az (x (t) , y (t) , z (t) , t)
 ∥∥∥∥∥∥3El caso tridimensional solo anade complicaciones tecnicas y no riqueza conceptual
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 por lo cual
 (az (x (t) , y (t) , z (t) , t) dy − ay (x (t) , y (t) , z (t) , t) dz) ı+
 + (ax (x (t) , y (t) , z (t) , t) dz − az (x (t) , y (t) , z (t) , t) dx) +
 + (ay (x (t) , y (t) , z (t) , t) dx− ax (x (t) , y (t) , z (t) , t) dy) k = 0
 y finalmente
 dx
 ax (x (t) , y (t) , z (t) , t)=
 dy
 ay (x (t) , y (t) , z (t) , t)=
 dz
 az (x (t) , y (t) , z (t) , t)
 la integral de estas ecuaciones construira las lıneas de flujo o curvas integrales.
 5.7.2. Trayectorias ortogonales a las lıneas de flujo
 Para encontrar las trayectorias ortogonales al campo vectorial o las lıneas equipotenciales construimosun campo vectorial ~a⊥ (x, y) que sea ortogonal en todo punto a ~a (x, y)
 ~a⊥ (x, y) · ~a (x, y) = 0 ⇒ax (x, y) a⊥x (x, y) + ay (x, y) a⊥y (x, y) = 0 ⇒ax (x, y)
 ay (x, y)= −
 a⊥y (x, y)
 a⊥x (x, y)
 ⇒ ~a⊥ (x, y) = a⊥x (x, y) ı− a⊥y (x, y)
 y ahora procedemos del mismo modo pero con el campo vectorial ~a⊥ (x, y, z)
 dy
 dx=−a⊥y (x, )
 a⊥x (x, y)⇒ y (x) =
 ∫ −a⊥y (x, y)
 a⊥x (x, y)dx
 con lo cual las trayectorias ortogonales al campo
 ~a = −xı+ y ⇒ ~a⊥ = yı+ x ⇒ dy
 dx=x
 y⇒ y (x) =
 √C2 + x2
 seran curvas.
 5.8. Flujo de Campos Vectoriales
 Podemos tambien imaginar flujo de campos vectoriales. Para ello, consideramos una superficie infinitesi-
 mal d~S =∥∥∥d~S
 ∥∥∥ ns, con ns el vector unitario normal esa superficie S. Entonces, la cantidad
 df = ~a · d~S = ~a · ns dS ⇒ f =
 ∫∫s
 ~a · d~S =
 ∫∫s
 ~a · ns dS =
 ∫∫s
 an dS
 representara el flujo del campo vectorial a traves de la superficie d~S. Hemos denotado an como la componentede ~a a lo largo de ns . Hay que hacer notar que f =
 ∫∫s~a · d~S es independiente del sistema de coordenadas
 y en cartesianas puede expresar como
 df = ~a · ns dS = a1 cos(ns a1
 )+ a2 cos
 (ns a2
 )+ a3 cos
 (ns a3
 )
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 dondea1, a2, a3
 son las componentes cartesianas del vector ~a. La idea que esta cantidad representa flujo
 puede tenerse si pensamos en un fluido incompresible que fluye con un campo de velocidades ~v = ~v (~r) . Elvolumen que atraviesa una determinada superficie en un intervalo de tiempo dt. Ası, dS definira la base de un
 tubo de fluido y tendra como “altura” la ‖~v‖ cos( ns ~v) dt ya que la altura no tiene por que ser perpendicular
 a la base4. Por lo tanto la cantidad de fluido que atraviesa la superficie por unidad de tiempo viene dada por
 df =(‖~v‖ cos
 ( ns ~v)) dS = (~v · ns dS) =(~v · d~S
 )⇒f =
 ∫∫s
 ~v · d~S =
 ∫∫s
 ~v · ns dS =
 ∫∫s
 vn dS
 5.9. La fauna de los operadores vectoriales
 A partir del concepto de campo escalar, presentaremos la fauna de objetos diferenciales en el espaciotridimensional. Salvo que se diga lo contrario, utilizaremos el sistema de coordenadas cartesianas, vale decir(
 q1, q2, q3)⇐⇒ (x, y, z)
 |r〉 = x |i〉+ y |j〉+ z |k〉 = r = xı+ y+ zk
 hx =
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ x
 ∥∥∥∥ = 1; hy =
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ y
 ∥∥∥∥ = 1;hz =
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ z
 ∥∥∥∥ = 1
 r = r (x, y, z) =⇒ dr =
 (∂ r
 ∂ x
 )dx+
 (∂ r
 ∂ y
 )dy +
 (∂ r
 ∂ z
 )dz = dx |i〉+ dy |j〉+ dz |k〉
 ds2 = dx2 + dy2 + dz2 ⇐⇒ g11 = gxx = 1; g22 = gyy = 1; g22 = gzz = 1
 5.9.1. Derivada direccional, diferencial total y gradiente
 Derivada direccional de Campos escalares
 Para analizar los cambios en los campos escalares requerimos comparar dos “instantes de tiempo” paraello, parametrizamos las componentes del vector tendremos que
 z = φ (~r (t)) = g (x (t) , y (t)) ⇒
 d φ (x (t) , y (t))
 d t=∂ φ (x (t) , y (t))
 ∂x
 d x (t)
 d t+∂ φ (x (t) , y (t))
 ∂y
 d y (t)
 d t= ~∇φ (x (t) , y (t)) · d ~r (t)
 d t
 donde hemos representado
 ~∇φ (x (t) , y (t)) =∂ φ (x, y)
 ∂xı+
 ∂ φ (x, y)
 ∂y = φx (x, y) ı+ φy (x, y) = ∂iφ (x, y) |ei〉 = φ,i (x, y) |ei〉
 y lo llamaremos el gradiente de la funcion. El gradiente de un campo escalar es uno de los objetos masutiles, el cual lo hemos utilizado de manera operacional y no nos hemos detenido a reflexionar sobre suspropiedades.
 4Si lo es cos(n ~v) = 1 porque la velocidad es paralela a la normal
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 Es claro que para una curva de nivel
 g (x, y) = z = φ (~r (t)) = k = cte ⇒ d φ (x (t) , y (t))
 d t=
 d k
 d t= 0 ⇒
 d φ (x (t) , y (t))
 d t= 0 = ~∇φ (x (t) , y (t)) · d ~r (t)
 d t
 con lo cual dado que d ~r(t)d t es la tangente a la curva, el gradiente es perpendicular a la curva tal y como
 muestra la figura (5.9.1).La derivada direccional indicara la tasa de cambio del campo escalar en la direccion que apuntemos.
 Derivada Direccional
 En una generalizacion de la idea que surge de parametizacion de la curva o de la derivada total respectoal tiempo
 d φ
 d t= ~∇φ (x (t) , y (t)) · d ~r (t)
 d t
 Ası es claro que, dados dos puntos M y M ′ en el campo se puedes relacionar sera. Definiremos, entonces la
 derivada en la direccion de un vector unitario |u〉 ↔−−−→M ′M como
 D|u〉φ = ~∇φ (x, y) · u =d φ
 d λ= lımM ′→M
 φ (M ′)− φ (M)[−−−→M ′M
 ]Tal y como se puede apreciar en la figura (??) la derivada direccional representa la pendiente de la rectatangente a la curva que surge como interseccion entre la superficie φ (x, y) = z = k = cte y el plano verticalformado por el eje z y el vector unitario u.Si se da el caso que la funcion φ de penda de manera explıcita delparametro tendremos que
 φ = φ (x (t) , y (t) , t) ⇒ d φ
 d t=∂φ (x (t) , y (t) , t)
 ∂t+ ~∇φ (x (t) , y (t) , t) · d ~r (t)
 d t
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 Direccion de maxima variacion en una funcion
 En este punto, varias conclusiones se pueden derivar del concepto de derivada total. La primera es quedado que, la norma de la derivada direccional a lo largo de |u〉 es∥∥D|u〉φ∥∥ =
 ∥∥∥~∇φ (x, y) · u∥∥∥ =
 ∣∣∣~∇φ (x, y)∣∣∣ cos
 (~∇φ (x, y) , u
 )(donde hemos denotado por
 ~∇φ (x, y) u como el angulo que forman los vectores ~∇φ (x, y) y u), el valormaximo del la norma de la derivada direccional sera
 ∥∥D|u〉φ∥∥max=∣∣∣~∇φ (x, y)
 ∣∣∣ =√∂iφ∂iφ ≡
 √∂φ
 ∂xi
 ∂φ
 ∂xi≡
 √(∂φ
 ∂x1
 )2
 +
 (∂φ
 ∂x2
 )2
 +
 (∂φ
 ∂x3
 )2
 es decir, cuando u apunta en la direccion del gradiente, o lo que es lo mismo, direccion de la mayor tasade cambio la indica la direccion del gradiente. O dicho de otro modo, en un determinado punto M de lassuperficie φ (x, y) = z el vector ~∇φ apunta en la direccion de la maxima tasa de cambio, tal y como podemosapreciar en la figura (5.9.1).
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 Gradiente y Tangente de una funcion
 La segunda conclusion es dado que el gradiente es ortogonal a la superficie, los vectores perpendicularesa el conformaran el planto tangente a la superficie en un determinado punto.
 Gradiente y flujo de un campo vectorial
 Podemos utilizar la idea de flujo de un campo vectorial y generalizar la definicion de gradiente para quesea independiente de coordenadas.
 ∇φ = gradφ = lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 φ (x, y, z) d~S = lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 φ (x, y, z) ns dS
 Esto es, supongamos que construimos un campo vectorial de la forma siguiente
 ~a (x, y, z) = ~c φ (x, y, z) con ~c = cte
 con lo cual
 f =
 ∫∫s
 ~c φ (x, y, z) · d~S =
 ∫∫s
 ~c φ (x, y, z) · ns dS
 Es claro que esta expresion vale para todos los sistemas de coordenadas. En particular, para un sistema decoordenadas cartesianas construimos un cubo diferencial con aristas que coincidan con los ejes coordenados.Entonces se tiene que las caras del cubo seran con
 d~Sx+ = (dy dz)dx ı; d~Sx− = − (dy dz) ı
 d~Sy+ = (dx dz)dy ; d~Sy− = − (dx dz)dy
 d~Sz+ = (dx dy)dy k; d~Sz− = − (dx dy)dy k
 con lo cual el flujo por las seis caras sera
 df = ~c φ (x, y, z) · d~Sx+ + ~c φ (x, y, z) · d~Sx− + ~c φ (x, y, z) · d~Sy+
 + ~c φ (x, y, z) · d~Sy− + ~c φ (x, y, z) · d~Sz+ + ~c φ (x, y, z) · d~Sz−
 = ~c (φ (x+ dx, y, z) dy dz − φ (x, y, z) dy dz + φ (x, y + dy, z) dx dz − φ (x, y, z) dx dz
 +φ (x, y, z + dz) dx dy − φ (x, y, z) dx dy)
 = ~c ((φ (x+ dx, y, z)− φ (x, y, z)) dy dz + (φ (x, y + dy, z)− φ (x, y, z)) dx dz+
 + (φ (x, y, z + dz)− φ (x, y, z)) dx dy)
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 Desarrollando por Taylor hasta primer orden porque estamos considerando un “cubo diferencial” tendremosque
 φ (x+ dx, y, z) ≈ φ (x, y, z) +∂ φ (x, y, z)
 ∂xdx
 φ (x, y + dy, z) ≈ φ (x, y, z) +∂ φ (x, y, z)
 ∂ydy
 φ (x, y, z + dz) ≈ φ (x, y, z) +∂ φ (x, y, z)
 ∂zdz
 con lo cual
 df =∂ φ (x, y, z)
 ∂xdx dy dz +
 ∂ φ (x, y, z)
 ∂ydy dx dz +
 ∂ φ (x, y, z)
 ∂zdz dx dy
 df =
 (∂ φ (x, y, z)
 ∂x+∂ φ (x, y, z)
 ∂y+∂ φ (x, y, z)
 ∂z
 )dV → df =
 (∇φ)
 dV
 ∇φ =df
 dV= lım
 ∆V→0
 f2 − f1
 V2 − V1= lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 φ (x, y, z) d~S = lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 φ (x, y, z) n dS
 notese que hemos supuesto que ∆V ≡ V2 ≡ V y que f2 =∫∫sφ (x, y, z) d~S Que quiere decir que tanto V1 ∼ 0
 y con lo cual el flujo a traves de un punto se anula, f1 ∼ 0.
 Gradiente y coordenadas curvilıneas
 La generalizacion de la expresion del gradiente en coordenadas curvilıneas es inmediata a partir dediferencial total de una funcion φ
 (q1, q2, q3
 ). Esto es
 φ(q1, q2, q3
 )= φ
 (qj)⇒ d φ =
 ∂ φ (x, y, z)
 ∂ qjd qj = ~∇φ
 (q1, q2, q3
 )· d ~r
 con
 ~∇φ(q1, q2, q3
 )=
 1∥∥∥∂ |r〉∂ q1
 ∥∥∥ ∂ φ∂ q1〈e1|+
 1∥∥∥∂ |r〉∂ q2
 ∥∥∥ ∂ φ∂ q2〈e2|+
 1∥∥∥∂ |r〉∂ q3
 ∥∥∥ ∂ φ∂ q3〈e3|
 y
 d ~r =
 (∂ r
 ∂ q1dq1 +
 ∂ r
 ∂ q2dq2 +
 ∂ r
 ∂ q3dq3
 )⇒
 d ~r =
 (∥∥∥∥∂ |r〉∂ q1
 ∥∥∥∥ |e1〉 dq1 +
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ q2
 ∥∥∥∥ |e2〉 dq2 +
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ q3
 ∥∥∥∥ |e3〉 dq3
 )ya que
 |e1〉 =1∥∥∥∂ |r〉∂ q1
 ∥∥∥ ∂ |r〉∂ q1; |e2〉 =
 1∥∥∥∂ |r〉∂ q2
 ∥∥∥ ∂ |r〉∂ q2; |e3〉 =
 1∥∥∥∂ |r〉∂ q3
 ∥∥∥ ∂ |r〉∂ q3;
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 Es decir la forma general del gradiente para un sistema de coordenadas curvilıneas es
 ∇φ = gradφ =1
 h1
 ∂ φ
 ∂ x1|e1〉+
 1
 h2
 ∂ φ
 ∂ x2|e2〉+
 1
 h3
 ∂ φ
 ∂ x3|e3〉
 Donde denotamos hi =∥∥∥∂ |r〉∂ qi
 ∥∥∥ =√gii el factor de escala que acompana a la base |ei〉
 5.9.2. Divergencia y flujo en campos vectoriales
 Viendo con un poco mas de cuidado la expresion para el gradiente tenemos
 ∇ (φ) = grad (φ) =
 (|e1〉h1
 ∂
 ∂ x1+|e2〉h2
 ∂
 ∂ x2|e2〉+
 |e3〉h3
 ∂
 ∂ x3
 )φ =
 |ei〉(h)i
 ∂
 ∂ xiφ
 Donde hemos indicado por (h)i al factor de escala y no implica suma. La suma esta indicada entre lascomponentes ∂
 ∂ xi ≡ ∂i y los elementos de la base |ei〉 . Con esta inspiracion podemos construir un operadorvectorial
 ∇ ≡(
 〈e1|H (h1, h2, h3)
 ∂
 ∂ x1+
 〈e2|F (h1, h2, h3)
 ∂
 ∂ x2+
 〈e3|G (h1, h2, h3)
 ∂
 ∂ x3
 )con lo cual, si cuidamos el orden de operacion, podremos realizar un “producto escalar entre dos vectores”
 ∇ · a ≡(〈e1|
 H (h1, h2, h3)
 ∂
 ∂ x1+
 〈e2|F (h1, h2, h3)
 ∂
 ∂ x2+
 〈e3|G (h1, h2, h3)
 ∂
 ∂ x3
 )(a1 |e1〉+ a2 |e2〉+ a2 |e3〉
 )
 ∇ · a ≡ 〈e1|H (h1, h2, h3)
 ∂(a1 |e1〉+ a2 |e2〉+ a2 |e3〉
 )∂ x1
 +
 +〈e2|
 F (h1, h2, h3)
 ∂(a1 |e1〉+ a2 |e2〉+ a2 |e3〉
 )∂ x2
 +〈e3|
 G (h1, h2, h3)
 ∂(a1 |e1〉+ a2 |e2〉+ a2 |e3〉
 )∂ x3
 y hay que tener cuidado con la posible variacion de los vectores base. Consideremos en caso de coordenadascartesianas,
 (x1, x2, x3
 )→ (x, y, z) , donde la base |ei〉 ≡ |i〉 , |j〉 , |k〉 es constante. Entonces tendremos
 de forma inmediata
 ∇ · ~a =∂ai
 (xj)
 ∂ xi≡∂iai
 (xj)≡∂ax (x, y, z)
 ∂ x+∂ay (x, y, z)
 ∂ y+∂az (x, y, z)
 ∂ z
 Divergencia como medida de flujo
 El significado fısico de la divergencia puede comprenderse si consideramos la definicion, independientedel sistema de coordenada
 div [~a]≡ ∇ · ~a =df
 dV= lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 ~a · d~S ≡ lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 ~a · ns dS = lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 an dS
 Es decir el flujo por unidad de volumen. Otra vez, para un sistema de coordenadas cartesianas construimosun cubo diferencial con aristas que coincidan con los ejes coordenados. Entonces se tiene que las caras del
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 cubo seran con
 d~Sx+ = (dy dz)dx ı; d~Sx− = − (dy dz) ı
 d~Sy+ = (dx dz)dy ; d~Sy− = − (dx dz)
 d~Sz+ = (dx dy)dy k; d~Sz− = − (dx dy) k
 el flujo por las seis caras sera
 df = ~a · d~Sx+ + ~a · d~Sx− + ~a · d~Sy+ + ~a · d~Sy− + ~a · d~Sz+ + ~a · d~Sz−
 con lo cual
 df = ax (x+ dx, y, z) dy dz − ax (x, y, z) dy dz+
 + ay (x, y + dy, z) dx dz − ay (x, y, z) dx dz+
 + az (x, y, z + dz) dx dy − az (x, y, z) dx dy
 df = (ax (x+ dx, y, z)− ax (x, y, z)) dy dz + (ay (x, y + dy, z)− ay (x, y, z)) dx dz+
 + (az (x, y, z + dz)− az (x, y, z)) dx dy
 desarrollando por Taylor otra vez, tendremos
 ax (x+ dx, y, z) ≈ ax (x, y, z) +∂ ax (x, y, z)
 ∂xdx
 ay (x, y + dy, z) ≈ ay (x, y, z) +∂ ay (x, y, z)
 ∂ydy
 az (x, y, z + dz) ≈ az (x, y, z) +∂ az (x, y, z)
 ∂zdz
 obtendremos
 df =∂ ax (x, y, z)
 ∂xdx dy dz +
 ∂ ay (x, y, z)
 ∂ydy dx dz +
 ∂ az (x, y, z)
 ∂zdz dx dy
 df = ~a · d~S =
 (∂ ax (x, y, z)
 ∂x+∂ ay (x, y, z)
 ∂y+∂ az (x, y, z)
 ∂z
 )dV
 Consecuentemente
 f =
 ∫∫S
 ~a · d~S =
 ∫∫∫V
 (∂ ax (x, y, z)
 ∂x+∂ ay (x, y, z)
 ∂y+∂ az (x, y, z)
 ∂z
 )dV ≡
 ∫∫∫V
 (∇ · ~a
 )dV
 La primera conclusion es que podemos convertir una integral de superficie cerrada de un campo vectorial,en una integral de volumen encerrada por esa misma superficie. Lo hemos demostrado para el caso de
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 coordenadas cartesianas, pero como el flujo f =∫∫S~a ·d~S es un escalar, esta afirmacion vale para cualquier
 sistema de coordenadas. Esto se conoce como el Teorema de la Divergencia el cual veremos mas adelante(ver seccion 5.11.1 en la pagina 255). A partir de este teorema tenemos que si la divergencia de un campovectorial en positiva lo interpretaremos como flujo hacia afuera (saliente) del volumen V encerrado por lasuperficie, S, y si la divergencia del campo es negativa esa tendremos flujo entrante. Como ilustracion puedever el ejemplo de la pagina 242.
 Divergencia y coordenadas curvilıneas
 Para encontrar la expresion para la divergencia en coordenadas curvilıneas generalizadas partimos de ladefinicion invariante de sistema de coordenadas
 div [~a]≡ ∇ · ~a = lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 ~a · d~S ≡ lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 ~a · ns dS = lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 an dS
 y al igual que procedimos en coordenadas cartesianas, ahora consideraremos un “paralelepıpedo curvilıneo”con tres de sus aristas alineadas con el sistema ortogonal curvilıneo. Las caras de este “paralelepıpedocurvilıneo podran ser representadas como Entonces se tiene que las caras del cubo seran con
 d~Sq1+ =(ds→q2 ds→q3
 )dq1|e1〉 ; d~Sq1− = −
 (ds→q2 ds→q3
 )|e1〉
 d~Sq2+ =(ds→q3 ds→q1
 )dq2|e2〉 ; d~Sq2− = −
 (ds→q3 ds→q1
 )|e2〉
 d~Sq3+ =(ds→q1 ds→q2
 )dq3|e3〉 ; d~Sq3− = −
 (ds→q1 ds→q2
 )|e3〉 ;
 donde denotamos ds→i el arco de curva a lo largo de la coordenadas curvilıneas generalizada qi. Los parentesis(·)dqi indican que esta superficie es evaluada en qi + dqi Adicionalmente, es de hacer notar que
 (ds→i) =√giidq
 i = hidqi donde los ındices repetidos NO indican suma
 Ahora bien, dado que |a〉 ≡ ~a = aj |ej〉 el flujo por las seis caras sera
 df = ~a · d~Sq1+ + ~a · d~Sq1− + ~a · d~Sq2+ + ~a · d~Sq2− + ~a · d~Sq3+ + ~a · d~Sq3−
 continuando el paralelo, pero con mucho mas cuidado. Para comenzar vemos que ES el flujo del campovectorial lo que esta siendo evaluado en dos puntos distintos. A lo largo de q1 vemos que
 ~a · d~Sq1− =(a1(q1, q2, q3
 )h2h3
 )dq2dq3
 ~a · d~Sq2− =(a2(q1, q2, q3
 )h3h1
 )dq3dq1
 ~a · d~Sq3− =(a3(q1, q2, q3
 )h1h2
 )dq1dq2
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 con lo cual es el flujo lo que debemos desarrollar por Taylor.
 a1(q1 + dq1, q2, q3
 )h2h3 =
 (a1(q1, q2, q3
 )h2h3 +
 ∂(a1(q1, q2, q3
 )h2h3
 )∂q1
 dq1
 )
 a2(q1, q2 + dq2, q3
 )h3h1 =
 (a2(q1, q2, q3
 )h3h1 +
 ∂(a2(q1, q2, q3
 )h3h1
 )∂q2
 dq2
 )
 a3(q1 + dq1, q2, q3
 )h1h2 =
 (a3(q1, q2, q3
 )h1h2 +
 ∂(a3(q1, q2, q3
 )h1h2
 )∂q3
 dq3
 )Notese que el caso cartesiano no se hizo explıcito este echo por cuanto h3 = h2 = h1 = cte = 1. Entonces elflujo por las el caso de coordenadas curvilıneas sera
 df =∂(a1(q1, q2, q3
 )h2h3
 )∂q1
 dq1dq2dq3 +∂(a2(q1, q2, q3
 )h3h1
 )∂q2
 dq2dq3dq1+
 +∂(a3(q1, q2, q3
 )h1h2
 )∂q3
 dq3dq1dq2
 si recordamos que
 dV = (ds→1) (ds→2) (ds→3) =√g11 dq1
 √g22 dq2
 √g33 dq3 = h1h2h3 dq1dq2dq3
 donde denotamos ds→i el arco de curva a lo largo de la coordenadas curvilıneas generalizada qi. Tendremosque
 df
 dV=
 1
 h1h2h3
 (∂(a1(q1, q2, q3
 )h2h3
 )∂q1
 +∂(a2(q1, q2, q3
 )h3h1
 )∂q2
 +∂(a3(q1, q2, q3
 )h1h2
 )∂q3
 )con lo cual identificamos la forma generica de la divergencia en coordenadas curvilıneas
 div [~a]≡ ∇ · ~a =1
 h1h2h3
 (∂(a1(q1, q2, q3
 )h2h3
 )∂q1
 +∂(a2(q1, q2, q3
 )h3h1
 )∂q2
 +∂(a3(q1, q2, q3
 )h1h2
 )∂q3
 )
 Un par de ejemplos
 La ecuacion de continuidad El primero de los ejemplos que consideraremos es la ecuacion de continuidad.Consideremos una superficie cerrada S que encierra un volumen V. Esta superficie esta inmersa en un fluido,de densidad ρ (~r, t) que fluye con un campo de velocidades ~v (~r, t) . Supondremos ademas que el volumen Vque encierra la superficie S no cambia de posicion, con lo cual, la variacion de masa del fluido contenido eneste volumen es
 ∂
 ∂t
 (∫∫∫V
 ρ (~r, t) dV
 )=
 ∫∫∫V
 ∂ρ (~r, t)
 ∂tdV
 Entonces la variacion de la cantidad de fluido encerrada por la superficie S sera igual a la cantidad de fluidoque escapa (o ingresa) a traves de esa superficie. Esto es∫∫∫
 V
 ∂ρ (~r, t)
 ∂tdV = −
 ∫∫s
 ρ (~r, t) ~v (~r, t) · ns dS = −∫∫∫
 V
 ~∇ · (~v (~r, t) ρ (~r, t)) dV
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 con lo cual∫∫∫V
 (∂ρ (~r, t)
 ∂t+ ~∇ · (~v (~r, t) ρ (~r, t))
 )dV = 0 ⇔ ∂ρ (~r, t)
 ∂t+ ~∇ · (~v (~r, t) ρ (~r, t)) = 0
 y esta ultima representa la ecuacion de continuidad en dinamica de fluidos.
 Fuentes y sumideros El segundo ejemplo es un calculo explıcito el cual ilustra la interpretacion de ladivergencia como medida de flujo de un campo vectorial. Consideremos un campo vectorial de la forma
 ~a (~r) = q~r
 r3≡ q
 r2ur ⇒
 ~∇ · ~a =1
 hrhθhϕ
 (∂ (ar (r, θ, ϕ)hθhϕ)
 ∂r+∂ (aθ (r, θ, ϕ)hϕhr)
 ∂θ+∂ (aϕ (r, θ, ϕ)hrhθ)
 ∂ϕ
 )
 ~∇ · ~a =1
 r2 sen θ
 (∂(qr2 r
 2 sen θ)
 ∂r
 )= 0
 ya que en coordenadas esfericas, hr = 1, hθ = r, hϕ = r sen θ.Notese que el origen del sistema coordenado (el punto r = 0) no esta definido porque no lo estaba en
 el campo vectorial original ~a (~r) = qr2 ur. Con lo cual, se tiene que si la superficie S no encierra a r = 0,
 entonces el flujo a traves de esa superficie sera nulo
 f =
 ∫∫S
 ~a · d~S =
 ∫∫∫V
 (∇ · ~a
 )dV = 0
 Es decir, todo lo que entra sale. Sin embargo, si el volumen contiene al origen de coordenadas no podemosdecir nada por cuanto hay una indeterminacion en la expresion de la divergencia.
 Consideremos con mas cuidado este caso de la aplicacion del Teorema de la Divergencia, en el cual lasuperficie S contenga el origen de coordenadas. Es claro que el volumen contenido entre dos esferas dedistintos radio r < r, centradas en el origen y con superficies S y S respectivamente no contiene al origen ypor lo tanto el flujo sera nulo
 f =
 ∫∫∫V
 (∇ · ~a
 )dV = 0 =
 ∫∫s
 ~a · ns dS +
 ∫∫s
 ~a · ns dS
 Pero el campo vectorial sobre la superficie S de la esfera de radio r es
 ~a =q
 r2ur, y ns ≡ −ur, con lo cual
 ∫∫s
 ~a · ns dS =
 ∫∫s
 q
 r2ur · (−ur) dS = −
 ∫∫s
 q
 r2ds→θ ds→ϕ
 es decir, ∫∫s
 ~a · ns dS =
 ∫∫s
 q
 r2ds→θ ds→ϕ =
 ∫∫s
 q
 r2r2 sen θ dθ dϕ = q
 ∫ π
 0
 sen θ dθ
 ∫ 2π
 0
 dϕ = 4πq
 ya que dS = hθdθ hϕdϕ ≡ rdθ r sen θdϕ. Con lo cual, tenemos que el flujo de un campo singular en unpunto (el origen de coordenadas), ~a (~r) = q
 r2 ur, a traves de una superficie de que encierra ese punto singular,no es nulo y es igual a 4πq. El campo vectorial ~a (~r) , se denominara campo de una partıcula fuente si q > 0y campo de un sumidero si q < 0
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 5.9.3. Rotores, lıneas de torbellino y Circulacion
 Del mismo modo como hemos venido procediendo, haremos otra operacion vectorial con el operadornabla ∇ Tendremos entonces el rotor o rotacional actuando u operando sobre un campo vectorial ∇×~a. Encoordenadas cartesianas podremos expresar esta operacion como
 ∇×~a = εijk∂jak |ei〉 ≡ εijk∂ak∂xj|ei〉 = (∂2a3 − ∂3a2) |e1〉+ (∂3a1 − ∂1a3) |e2〉+ (∂1a2 − ∂2a1) |e3〉
 ∇×~a = (∂yaz − ∂zay) ı+ (∂zax − ∂xaz) + (∂xay − ∂yax) k ≡
 ∣∣∣∣∣∣ı k∂x ∂y ∂zax ay az
 ∣∣∣∣∣∣El rotor de un campo vectorial genera otro campo (pseudo)vectorial llamado campo rotor del campo vectorial.Por razones que seran evidentes enseguida, las curvas integrales de este campo rotor se denominan lıneas detorbellino.
 Lıneas de torbellino
 Consideremos el siguiente campo vectorial en coordenadas cilındricas para z ≥ 0
 ~a = z uϕ = z (− senϕ ı+ cosϕ ) =−z y√x2 + y2
 ı+z x√x2 + y2
 con lo cual el campo rotor del campo vectorial ~a sera
 ~b = ∇ × ~a (x, y, z) = ∇×
 (−z y√x2 + y2
 ı+z x√x2 + y2
 )=
 ∣∣∣∣∣∣∣ı k∂x ∂y ∂z−z y√x2+y2
 z x√x2+y2
 0
 ∣∣∣∣∣∣∣ ⇒
 ~b = ∇ × ~a (x, y, z) =−x√x2 + y2
 ı− y√x2 + y2
 +z√
 x2 + y2k
 es claro que el campo vectorial y su campo rotor son ortogonales(−z y√x2 + y2
 ı+z x√x2 + y2
 )·
 (−x√x2 + y2
 ı− y√x2 + y2
 +z√
 x2 + y2k
 )= 0
 Tal y como se detallo en la Seccion 5.7 de la pagina 230 las lıneas de flujo se construyen a partir de unvector diferencial paralelo a campo vectorial en cada punto. Esto es si
 ~b = ~∇× ~a (x, y, z) =
 ∣∣∣∣∣∣ı k∂x ∂y ∂zax ay az
 ∣∣∣∣∣∣ = (∂yaz − ∂zay) ı+ (∂zax − ∂xaz) + (∂xay − ∂yax) k
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 Figura 5.7: Rotores de un campo vectorial, lıneas de torbellino
 tendremos que
 d~r ∝ ~b = ~∇× ~a (x, y, z)
 ⇓dx
 bx (x, y, z)=
 dy
 by (x, y.z)=
 dz
 bz (x, y.z)= dλ
 ⇓dx
 (∂yaz − ∂zay)=
 dy
 (∂zax − ∂xaz)=
 dz
 (∂xay − ∂yax)= dλ
 donde hemos parametrizado la curva con λ.por lo tanto
 dx
 (∂yaz − ∂zay)=
 dy
 (∂zax − ∂xaz)=
 dz
 (∂xay − ∂yax)= dλ
 √x2 + y2dx
 −x=
 √x2 + y2dy
 −y=
 √x2 + y2dz
 z= dλ
 las dos primeras ecuaciones proveen
 dy
 dx=y
 x⇒ y (x) = xC1 ⇒
 dxdλ = −x√
 x2+y2= C1 ⇒ x (λ) = λC1
 dydλ = −y√
 x2+y2= C2 ⇒ y (λ) = λC2
 con
 C1 = cte; C1 = − 1√1 + (C1)
 2= cte; C2 = − C1√
 1 + (C1)2
 = C1C1 = cte
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 finalmente √x2 + y2dz
 z= dλ ⇒ dz
 dλ=
 z√x2 + y2
 =z
 x
 √1 + (C1)
 2=
 z
 λC1
 √1 + (C1)
 2=
 z
 −λ
 con lo cualdz
 dλ=
 z
 −λ⇒ z (λ) =
 1
 λC3
 Lıneas de campo ortogonales a superficies
 Hemos visto como la condicion d~r ∝ ~b = ~∇× ~a (x, y, z) encuentra lıneas (de torbellino) perpendicularesal campo ~a (x, y, z) . Uno tambien puede plantearse encontrar el conjunto de superficies para las cuales laslıneas de flujo del campo vectorial, ~a (x, y, z) , sean perpendiculares. Para ello suponemos que existen estassuperficies y que se representan, matematicamente, como un funcion ϕ = ϕ (x, y, z) . Por lo tanto
 ~∇ϕ ∝ ~a (x, y, z)⇒ ~∇× (γ (x, y, z)~a (x, y, z)) = ~∇γ (x, y, z)× ~a (x, y, z) + γ (x, y, z) ~∇× ~a (x, y, z) = 0
 es decir ~∇ϕ es proporcional al campo ~a (x, y, z) y al aplicar el rotor a ambos miembros se anula. Mas aun,al proyectar sobre el mismo vector ~a la ecuacion de la derecha nos queda
 ~a (x, y, z) ·[~∇γ (x, y, z)× ~a (x, y, z)
 ]+ ~a (x, y, z) ·
 [γ (x, y, z) ~∇× ~a (x, y, z)
 ]= 0
 ambos sumandos se anula por definicion de producto vectorial, pero el segundo sumando
 ~a (x, y, z) ·[~∇× ~a (x, y, z)
 ]= 0
 impone una condicion sobre el campo independiente de la funcion de proporcionalidad.Por lo tanto, la condicion necesaria y suficiente para que las lıneas de flujo de un campo vectorial ~a (x, y, z)
 sean perpendiculares a un conjunto de superficies ϕ = ϕ (x, y, z) es
 ~a (x, y, z) ·[~∇× ~a (x, y, z)
 ]= 0
 Circulacion de un campo vectorial
 La idea (y el nombre de rotor) surge de la idea de rotacion (¿ circulacion ? ) que este operador descubreal ser “aplicado” a un campo vectorial. Como se muestra en la Figura 5.8, la idea intuitiva es colocar un“detector” de rotacion inmerso en el campo. En este caso es un par de aspas e imaginamos que el campovectorial representa un campo de velocidades de un fluido. Si el fluido hace girar las aspas en sentido horario(tirabuzon o sacacorchos derecho hacia arriba) diremos que el campo tiene una “circulacion” positiva y el rotordel campo siempre sera positivo en esa region. Si es inversa, diremos que el campo tiene una “circulacion”negativa y el rotor tambien lo sera en esa region. Finalmente, si el par de aspas no rota, el campo tendra unacirculacion nula o no tendra circulacion y su rotor sera tambien nulo en esa region.
 Para concretar esta intuicion de forma matematica, procedemos de la siguiente forma. Suponga unacircunferencia con radio r = 2, la cual viene descrita parametricamente por el radio vector
 ~r (t) = 2 cos t ı+ 2 sin t ⇒ d ~r = 2 (− senϕ ı+ cosϕ ) dϕ
 y nos planteamos “hacer circular el campo” a lo largo de la esa trayectoria. Esto es realizar la siguienteintegral
 Γ =
 ∮~a · d ~r =
 ∫ 2π
 0
 z (− senϕ ı+ cosϕ ) · 2 (− senϕ ı+ cosϕ ) dϕ = 4πz
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 Figura 5.8: Idea sobre el significado fısico del rotor
 El campo vectorial ~a = z (− senϕ ı+ cosϕ ) esta representado en la Figura 5.7. Hemos utilizado el sımbolo∮para denotar la integral de lınea en un circuito cerrado. Es la primera idea de integrales de campos
 vectoriales que veremos con mas detalles en las seccion 5.10.1. Uno hace el producto escalar ~a · d ~r y luegointegra.
 Es interesante comparar este resultado con el flujo del campo de rotores a traves de la superficie quedelimita la circunferencia de radio r = 2. Vale decir∫∫ (
 ~∇× ~a)· ns dS =
 ∫∫ (−x√x2 + y2
 ı− y√x2 + y2
 +z√
 x2 + y2k
 )· k dx dy ⇒
 ∫∫ (~∇× ~a
 )· ns dS = z
 ∫∫dx dy√x2 + y2
 = z
 ∫∫dr rdθ
 r= z
 ∫ 2
 0
 dr
 ∫ 2π
 0
 dθ = 4zπ
 Esta “coincidencia” no es tal, corresponde a otro Teorema Integral para campos vectoriales, el Teorema deStokes (ver seccion 5.11.2 en la pagina 261) mediante el cual se convierte una integral cerrada de lınea deun campo vectorial en el flujo del campo de rotores. Este teorema lo estudiaremos con detalle en la seccion5.11.2
 La idea de circulacion se puede generalizar a un campo vectorial generico,
 ~a = ax (x, y, z) ı+ay (x, y, z) +ax (x, y, z) k
 con lo cual la integral de lınea cerrada, a lo largo de una circunferencia de radio, r, en el plano x, y sera
 Γ =
 ∮~a · d ~r =
 ∫ 2π
 0
 ax (x, y, z) ı+ay (x, y, z) +ax (x, y, z) k
 · (−r senϕ ı+ r cosϕ ) dϕ
 y suponiendo r 1 podemos desarrollar por Taylor las componentes del campo vectorial en al plano x, y
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 alrededor del origen de coordenadas rx,y ∼ 0. Esto es
 ax (x, y, 0) = ax|r=0 + x ∂ax∂x
 ∣∣r=0
 + y ∂ax∂y
 ∣∣∣r=0
 + · · · = ax|r=0 + r cosϕ ∂ax∂x
 ∣∣r=0
 + r senϕ ∂ax∂y
 ∣∣∣r=0
 + · · ·
 ay (x, y, 0) = ay|r=0 + x∂ay∂x
 ∣∣∣r=0
 + y∂ay∂y
 ∣∣∣r=0
 + · · · = ay|r=0 + r cosϕ∂ay∂x
 ∣∣∣r=0
 + r senϕ∂ay∂y
 ∣∣∣r=0
 + · · ·
 Por lo tanto, la integral de lınea nos queda como
 Γ =
 ∮~a · d ~r =
 ∫ 2π
 0
 −[ax|r=0 + r cosϕ
 ∂ax∂x
 ∣∣∣∣r=0
 + r sinϕ∂ax∂y
 ∣∣∣∣r=0
 ]r sinϕ dϕ+
 +
 ∫ 2π
 0
 [ay|r=0 + r cosϕ
 ∂ay∂x
 ∣∣∣∣r=0
 + r sinϕ∂ay∂y
 ∣∣∣∣r=0
 ]r cosϕ dϕ
 con los cual
 Γ =
 ∮~a · d ~r = πr2
 ∂ay∂x
 ∣∣∣∣r=0
 − ∂ax∂y
 ∣∣∣∣r=0
 +O
 (r3)
 Finalmente vemos que la componente del rotor en el origen del plano x, y es igual al lımite de la circulaciona lo largo de una curva cerrada, dividida entre el area de la superficie que encierra la curva cerrada.
 ∂ay∂x
 ∣∣∣∣r=0
 − ∂ax∂y
 ∣∣∣∣r=0
 = lımr→0
 Γ
 πr2
 Rotores y velocidades angulares
 Considere un cuerpo rıgido que gira alrededor de un eje con velocidad angular ~ω. Entonces la velocidadtangencial de un punto P, con una posicion ~r medida a un origen O situado en ese eje, siempre es
 ~v = ~ω × ~r = ı (ωyz − ωzy) + (ωzx− ωxz) + k (ωxy − ωyx)
 y su rotor sera
 ~∇× ~v = (∂yvz − ∂zvy) ı+ (∂zvx − ∂xvz) + (∂xvy − ∂yvx) k ≡
 ∣∣∣∣∣∣ı k∂x ∂y ∂zvx vy vz
 ∣∣∣∣∣∣es decir, por ser un cuerpo rıgido la velocidad angular ~ω es independiente de ~r; o lo que es lo mismo, todoel cuerpo rıgido tiene la misma velocidad angular. Con ello tendremos que
 ∇ × ~v = εijk∂jvk |ei〉 = εijk∂jεklmωlrm |ei〉 =
 (δilδ
 jm − δimδ
 jl
 )∂j(ωlrm
 )|ei〉
 ∇ × ~v =(δilδ
 jm − δimδ
 jl
 )ωlδmj |ei〉 =
 (3ωi − ωi
 )|ei〉 = 2ωi |ei〉 = 2~ω
 sin ındices hubiera sido(~∇× ~v
 )x
 = (∂yvz − ∂zvy) = ∂y (ωxy − ωyx)− ∂z (ωzx− ωxz) = 2ωx
 (~∇× ~v
 )y
 = (∂zvx − ∂xvz) = ∂z (ωyz − ωzy)− ∂x (ωxy − ωyx) = 2ωy
 (~∇× ~v
 )z
 = (∂xvy − ∂yvx) = ∂x (ωzx− ωxz)− ∂y (ωyz − ωzy) = 2ωz
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 Otra vez, el rotor de una campo de velocidades de un cuerpo (que rota) “detecta” su velocidad angular.
 Rotores y coordenadas curvilıneas
 Una vez mas recurrimos a una definicion para el rotor independiente del sistemas de coordenada
 ~∇× ~a = rot [~a] = lımV→0
 1
 V
 ∫∫d~S × ~a = lım
 V→0
 1
 V
 ∫∫ns × ~a dS
 y del mismo modo que calculamos el flujo a traves de las distintas capas de un volumen podremos (no loharemos y se lo dejaremos al lector) demostrar que
 ~∇× ~a = rot [~a] =1
 hjhk
 [εijk
 ∂(hkak
 )∂ qj
 |ei〉
 ]=
 1
 h1h2h3
 ∣∣∣∣∣∣h1 |e1〉 h2 |e2〉 h3 |e3〉∂∂ q1
 ∂∂ q2
 ∂∂ q3
 h1a1 h2a2 h3a3
 ∣∣∣∣∣∣donde los ındices repetidos i, j, k indican suma; j y k no indican suma sino que replican los valores de losındices j, k.
 Explıcitamente
 ~∇× ~a = rot [~a] =|e1〉h2h3
 [∂ (h3a3)
 ∂ q2− ∂ (h2a2)
 ∂ q3
 ]+|e2〉h1h3
 [∂ (h1a1)
 ∂ q3− ∂ (h3a3)
 ∂ q1
 ]+
 +|e3〉h1h2
 [∂ (h2a2)
 ∂ q1− ∂ (h1a1)
 ∂ q2
 ]
 5.9.4. Formulario del Operador nabla, ~∇El operador nabla, ~∇, en las formulas anteriores actua como un operador lineal. Esto es, dadas ϕ (~r) , χ (~r) , ψ (~r)
 funciones escalares de variable vectorial y ~a y ~b dos campos vectoriales cuales quiera, se puede generar elsiguiente formulario, el cual debera ser demostrado por el lector
 ~∇ (ϕ+ χψ) = ~∇ϕ+ ~∇ (χψ) = ~∇ϕ+ ψ~∇χ+ χ~∇ψ
 ~∇ ·(~a+ ϕ~b
 )= ~∇ · ~a+ ϕ~∇ ·~b+ ~∇ϕ ·~b
 ~∇×(~a+ ϕ~b
 )= ~∇× ~a+ ~∇×
 (ϕ~b)
 = ~∇× ~a+ ~∇ϕ×~b+ ϕ~∇×~b
 y tambien si consideramos las cantidades ~a ·~b y ~a×~b tendremos
 ~∇(~a ·~b
 )=[∂i(ajbj
 )]|ei〉 =
 (~∇ · ~a
 )~b+
 (~∇ ·~b
 )~a
 ~∇ ·(~a×~b
 )= ∂i
 (εijk a
 jbk)
 =(εijk∂
 iaj)bk +
 (εijk∂
 ibk)aj =
 (~∇× ~a
 )·~b− ~a ·
 (~∇×~b
 )~∇×
 (~a×~b
 )=(~b · ~∇
 )~a−~b
 (~∇ · ~a
 )+ ~a
 (~∇ ·~b
 )−(~a · ~∇
 )~b
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 es claro que
 ~a(~∇ ·~b
 )6=(~b · ~∇
 )~a ⇐⇒ aj
 (∂ibi
 )6= bi∂
 iaj
 por cuanto en las partes izquierda las derivadas actuan sobre las componentes de ~b, mientras que en laspartes derechas es sobre las componentes de ~a.
 Otros casos importantes se presentan cuando los campos escalares y/o vectoriales son a su vez funcionesde un campo escalar. Es decir, funciones compuestas. Esto es
 ψ = ψ (χ (~r)) y ~a = ~a (χ (~r)) .
 En este caso, tendremos
 ~∇ψ (χ (~r)) =dψ
 dχ~∇χ; ~∇ · ~a (χ (~r)) = ~∇χ · d ~a
 dχ; ~∇× ~a (χ (~r)) =
 (~∇χ)× d ~a
 dχ
 Para demostrar, por ejemplo, ~∇ ·~a (χ (~r)) = ~∇χ · d ~adχ , utilizamos la estrategia de Taylor y expandimos el
 campo vectorial alrededor de un determinado punto, digamos ~r = ~r0 arbitrario. Esto es
 ~a = ~a (~r0) +d ~a
 dχ
 ∣∣∣∣~r0
 (χ (~r)− χ (~r0)) +1
 2
 d2 ~a
 dχ2
 ∣∣∣∣M
 (χ (~r)− χ (~r0))2
 + · · ·
 aplicando la divergencia a ambos miembros queda como
 ~∇ · ~a = ~∇ · [~a (~r0)] + ~∇ ·
 [d ~a
 dχ
 ∣∣∣∣~r0
 (χ (~r)− χ (~r0))
 ]+
 1
 2~∇ ·[
 d2 ~a
 dχ2
 ∣∣∣∣M
 (χ (~r)− χ (~r0))2
 ]+ · · ·
 con lo cual
 ~∇ · ~a =d ~a
 dχ
 ∣∣∣∣~r0
 · ~∇χ (~r) + (χ (~r)− χ (~r0))d2 ~a
 dχ2
 ∣∣∣∣~r0
 · ~∇χ (~r) +1
 2(χ (~r)− χ (~r0))
 2 d3 ~a
 dχ3
 ∣∣∣∣~r0
 · ~∇χ (~r) + · · ·
 esta relacion vale para todo ~r, en particular para ~r = ~r0. Con lo cual
 ~∇ · ~a∣∣∣~r0
 =d ~a
 dχ
 ∣∣∣∣~r0
 · ~∇χ (~r0) =⇒ ~∇ · ~a =d ~a
 dχ· ~∇χ (~r)
 ya que ~r0 es arbitrario, con lo cual queda demostrado.
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 5.9.5. Nabla dos veces y el Laplaciano
 Formulario de Nabla dos veces
 Considerando a Nabla, ~∇, como un operador surge la pregunta de su aplicacion repetida sobre distintosobjetos. Consideremos primero las siguientes expresiones en coordenadas cartesianas. Esto es
 ~∇ · ~∇φ = ~∇2φ = ∆φ = ∂i∂iφ
 ~∇× ~∇φ = εijk∂j∂kφ |ei〉 = 0
 ~∇(~∇ · ~a
 )= ∂i
 (∂jaj
 )|ei〉 = ∂j∂iaj |ei〉
 ~∇×(~∇ · ~a
 )= ~∇ ·
 (~∇× ~a
 )= 0
 ~∇×(~∇× ~a
 )= εijk∂jεklm∂
 lam |ei〉 =(δilδ
 jm − δimδ
 jl
 )∂j∂
 lam |ei〉 = ∂i∂jaj |ei〉 − ∂j∂jai |ei〉
 ~∇×(~∇× ~a
 )= ~∇
 (~∇ · ~a
 )−∆~a
 Laplaciano y campos escalares
 Mas alla de la gimnasia de ındices para determinar la expresion de la relacion vectorial, quiza la masimportante de las aplicaciones es el Laplaciano, el cual en <3y en coordenadas cartesianas puede expresarsecomo:
 ~∇ · ~∇φ = ~∇2φ = ∆φ = ∂i∂iφ = ∂xxφ+ ∂yyφ+ ∂zzφ
 La importancia el Laplaciano reside en que la mayor parte (casi todas) las ecuaciones de la fısica matematicason ecuaciones diferenciales (ordinarias y parciales) de segundo orden y el Laplaciano las genera en el espacio.Adicionalmente la solucion a la ecuacion armonica
 ∆φ = ∂i∂iφ = ∂xxφ+ ∂yyφ+ ∂zzφ = 0
 es de importancias en varias areas de la fısica.Se puede demostrar facilmente que el Laplaciano cumple con
 ∆ (φ+ Cψ) = ∆φ+ C∆ψ; ∆ (φψ) = φ∆ψ + ψ∆φ+ 2~∇ψ · ~∇φ
 considerando las expresiones para el gradiente y la divergencia en coordenadas curvilıneas
 ∇φ =1
 h1
 ∂ φ
 ∂ q1|e1〉+
 1
 h2
 ∂ φ
 ∂ q2|e2〉+
 1
 h3
 ∂ φ
 ∂ q3|e3〉
 y
 ∇ · ~a =1
 h1h2h3
 (∂(a1(q1, q2, q3
 )h2h3
 )∂q1
 +∂(a2(q1, q2, q3
 )h3h1
 )∂q2
 +∂(a3(q1, q2, q3
 )h1h2
 )∂q3
 )respectivamente, es facil llegar a la expresion para el Laplaciano en coordenadas curvilıneas
 ∇2φ ≡ ∆φ =1
 h1h2h3
 ∂
 ∂ q1
 (h2h3
 h1
 ∂ φ
 ∂ q1
 )+
 ∂
 ∂ q2
 (h1h3
 h2
 ∂ φ
 ∂ q2
 )+
 ∂
 ∂ q3
 (h2h1
 h3
 ∂ φ
 ∂ q3
 )
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 Laplaciano y campos vectoriales
 Inspirado en la forma que toma un campo vectorial en coordenadas cartesianas, definiremos el Laplacianode un campo vectorial como la relacion
 ∆ ~a = ∇(∇ · ~a
 )− ∇×
 (∇×~a
 )Desarrollando esta expresion en coordenadas cartesianas tendremos que
 ∆ ~a =[∂i(∂jaj
 )−(∂i∂ja
 j − ∂j∂jai)]|ei〉 =⇒ ∆ ~a =
 (∂j∂
 jai)|ei〉 ≡
 (∆ai
 )|ei〉
 Es decir, que el Laplaciano de un campo vectorial, expresado en coordenadas cartesianas, es igual alvector cuyas componentes son los Laplacianos de las componentes del campo original. Es importante resaltarque la expresion ∆ ~a =
 (∆ai
 )|ei〉 se cumple unicamente en coordenadas cartesianas pero la definicion que
 hemos propuesto, ∆ ~a = ∇(∇ · ~a
 )− ∇×
 (∇×~a
 ), es una ecuacion vectorial y es, por lo tanto, valida en
 cualquier sistema de coordenadas.El Laplaciano de campos vectoriales no lleva construir un formulario de relaciones facilmente demostrables
 ∆(∇φ)
 = ∇ (∆φ) ; ∇ · (∆ ~a) = ∆(∇ · ~a
 ); ∇× (∆ ~a) = ∆
 (∇×~a
 )5.9.6. Derivadas Direccionales de Campos Vectoriales
 El concepto
 Formalmente y como siempre la misma idea de derivada como cociente incremental. Dados dos puntosP1 y P2 y un vector u que los une (va de P1 → P2), entonces por definicion
 D|u〉 |a〉 ≡d ~a
 du= lımP2→P1
 ~a (P2)− ~a (P1)
 P2 − P1=⇒
 (d ~a
 du
 )i=
 (d ai
 du
 )= lımP2→P1
 ai (P2)− ai (P1)
 P2 − P1
 por consiguiente, si ~a,tiene por componentes cartesianas (en general cualquier sistema de coordenadas orto-
 gonales) (ax, ay, az) las componentes del vector derivado seran(
 d axdu ,
 d aydu , d az
 du
 ). De modo que inspirados
 en la derivada direccional de un campo escalar que presentamos en la seccion 5.9.1, podemos construir laexpresion para la derivada direccional de cada una de las componentes del vector d ~a
 du . Esto es
 d ϕ
 du= D|u〉φ = ~∇φ · u = ui∂iϕ =⇒ d ai
 du= u · ~∇ai = uj∂ja
 i =⇒ D|u〉 |a〉 ≡d ~a
 du=(u · ~∇
 )~a
 Otra vez, en coordenadas cartesianas se tiene que
 D|u〉~a =(u · ~∇
 )~a =
 (ui∂ia
 j)|ej〉 =⇒ D|u〉 () ≡
 d ()du
 =(u · ~∇
 )() ≡ ui∂i ()
 Un ejemplo: el campo de aceleraciones de un fluido
 El ejemplo mas estandar es la descripcion del campo de aceleraciones de un fluido en movimiento. Elcampo de aceleraciones de un fluido, como de costumbre, es la variacion del campo de velocidades respectoal tiempo. Esto es ~a = d ~v
 dt . Para escribir la expresion de este campo de aceleraciones, supongamos que unfluido se mueve y registra un campo de velocidades ~v = ~v (~r, t) el cual, en general, sera inhomogeneo y noestacionario. Identificamos una porcion del fluido (partıcula) cualquiera y observamos que en un intervalo
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 Figura 5.9: Contribuciones a la variacion de la velocidad en un fluido
 de tiempo dt esa porcion identificada se mueve de P1 → P2 y registra un incremento en su velocidad de ~ven P1 a ~v + d~v en P2 :
 ~v (P1) ≡ ~v (~r, t) y ~v (P2) ≡ ~v (~r + d~r, t+ dt)
 Tal y como ejemplificamos en la Figura 5.9, este incremento proviene de dos contribuciones. Una, llamadalocal, debido a el cambio en la variable temporal y otra, por la comparacion del vector velocidad, ~v, en dosposiciones (traslacion espacial o contribucion convectiva).
 d ~vt =∂~v
 ∂tdt y d ~v~u =
 d ~v
 dudu
 Visto de otro modo un poco mas informal, dado que el campo es funcion de dos variables y una de ellasvectorial
 ~v = ~v (~r, t) ⇒ ~a =d ~v
 dt=
 d ~v
 dr+∂~v
 ∂t
 De la discusion anterior es claro que d ~vdu es la derivada direccional del campo de velocidades a lo largo
 del vector unitario u que apunta P1 → P2 Ahora bien, para este caso tenemos que:
 du = ‖d ~r‖ , du = ‖~v‖ dt y u =~v
 ‖~v‖
 con lo cual la derivada direccional nos queda como
 d ~v
 du=
 1
 ‖~v‖
 (~v · ~∇
 )~v
 finalmente la aceleracion nos queda expresada como
 ~a =d ~v
 dt=
 1
 ‖~v‖
 (~v · ~∇
 )~v +
 ∂~v
 ∂t⇒ ai =
 1
 ‖~v‖
 (~v · ~∇
 )vi +
 ∂vi
 ∂t
 donde hemos representado las componentes cartesianas de los vectores velocidad y aceleracion como vi y ai,respectivamente.
 Es importante hacer una reflexion un poco mas fısica de las contribuciones. La contribucion local provienede la variacion del vector (por la dependencia temporal) alrededor del punto, sin importar la direccion quesigue al partıcula y la contribucion convectiva proviene de la inhomogeneidad del campo de velocidades. Estoes de la variacion del campo de velocidades segun la direccion que siga la partıcula.
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 5.10. Integrales y Campos Vectoriales
 5.10.1. Resumiendo lo visto
 Integrales de Campos
 Despues de haber diferenciado campos escalares y vectoriales, el siguiente paso es integrarlos. El primercaso de este tipo integrales es el trivial que siempre hemos utilizado:∫
 ~V (u) d u = ı
 ∫Vx (u) d u+
 ∫Vy (u) d u+ k
 ∫Vz (u) d u =
 (∫V i (u) d u
 )|ei〉
 Ası integramos la aceleracion de un movimiento parabolico
 d ~v
 dt= ~a = −gk =⇒ ~v =
 ∫~a dt = k
 ∫−g dt = −kgt + ~v0 = −kgt + ıv0x + v0y + kv0z
 Ahora bien, existen sutilezas en este caso que debemos tener en cuenta. Por ejemplo considere la integral∫dt
 (~a× d2 ~a
 dt2
 )=
 ∫dt
 (d
 dt
 (~a× d ~a
 dt
 )− d ~a
 dt× d ~a
 dt
 )=
 ∫dt
 d
 dt
 (~a× d ~a
 dt
 )= ~a× d ~a
 dt+ ~c
 Pero en general los casos quedan resueltos integrando componente a componente con la ayuda de la notacionde ındices ∫
 dt(~a×~b
 )=
 [∫dt(εijkajbk
 )]|ei〉
 Quiza uno de los problemas que ilustra mejor esta situacion es el movimiento bajo fuerzas centrales. La Leyde Gravitacion de Newton nos dice que∑
 F = m ~a = md ~v
 dt= m G
 M
 r2mM
 ur =⇒ d ~v
 dt= G
 M
 r2mM
 ur
 Es costumbre definir la velocidad aerolar, ~vA, como el area barrida por el radio vector posicion, ~r (t) quedescribe la trayectoria de la partıcula
 2~vA = ~r × d ~r
 dt= r ur ×
 d (r ur)
 dt= r ur ×
 (d r
 dtur + r
 d urdt
 )= r ur × r
 d urdt
 = r2ur ×d urdt
 Notese que si ~c es un vector constante
 d
 dt
 (ur ×
 d urdt
 )= 0 =⇒ ur ×
 d urdt
 = ~c =⇒ 2~vA = r2ur ×d urdt
 = const
 con lo cual
 d
 dt(~v × ~vA) =
 d ~v
 dt× ~vA = G
 M
 r2mM
 ur × ~vA =MG
 2
 ur ×
 (ur ×
 d urdt
 )
 d
 dt(~v × ~vA) =
 MG
 2
 (ur ·
 d urdt
 )ur − (ur · ur)
 d urdt
 =MG
 2
 d urdt
 integrando
 ~v × ~vA =MG
 2ur + ~p
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 Figura 5.10: Trayectorias de integracion y campos vectoriales
 donde ~p es un vector arbitrario de constante de integracion. Finalmente nos damos cuenta que
 ~r · (~v × ~vA) = r ur ·(MG
 2ur + ~p
 )=MG
 2r + rp cos θ
 ~r · (~v × ~vA) = εijkrivjvAk ≡ ~vA · (~r × ~v) = ~vA · ~vA = v2A
 y entonces
 v2A =
 MG
 2r + rp cos θ =⇒ r =
 v2A
 MG2 + p cos θ
 ≡2v2AMG
 1 + 2pMG cos θ
 que constituye la ecuacion de una conica.
 Integrales de lınea
 Ahora nos detendremos con mas cuidado en integrales que tambien ya hemos utilizado, pero muy rapi-damente. Ası tendremos por delante algunos objetos del siguiente tenor:∫
 C
 φ d ~r,
 ∫C
 ~V · d ~r y
 ∫C
 ~V × d ~r
 Este tipo de objetos se conoce como integrales de lınea y requieren la especificacion de la curva, C, (latrayectoria) a lo largo de la cual se lleva la integracion. Es clara la importancia de esa trayectoria para laintegracion de los campos por cuanto encontraran expresiones del campo vectorial que puebla la region atraves de la cual se integra. Esas trayectorias seran abiertas o cerradas dependiendo de la curva que se sigaen el proceso de integracion.
 Ası para integrar un campo escalar φ = φ (~r) en coordenadas cartesianas, tendremos que∫C
 φ (x, y, z) d ~r =
 ∫C
 φ (x, y, z)(
 d x ı+d y +d z k)
 = ı
 ∫C
 φ (x, y (x) , z (x)) d x+
 ∫C
 φ (x (y) , y, z (y)) d y + k
 ∫C
 φ (x (z) , y (z) , z) d z
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 tal y como indicamos arriba, las tres integrales se podran realizar si conocemos, en cada caso, la expresiondel integrando en termino de la variable de integracion. Esa es la razon por la cual hay que especificar lacurva C que define la trayectoria de integracion. Esta define esa funcionalidad.
 Integrales de Superficie
 Otros objetos que ya nos hemos encontrado son las integrales de superficie y las hemos encontrado cuandoevaluamos el flujo de un campo vectorial y lo relacionamos con la divergencia. Ası interpretamos que objetos∫∫
 s
 ~a · d~S ≡∫∫
 s
 ~a · ns dS =
 ∫∫s
 an dS
 representaban el flujo de las lıneas de campo a traves del diferencial de superficie d~S. Es costumbre quese separen el modulo, dS, de la direccion y el sentido, ns el cual es el vector normal (sentido positivo) ala superficie. Otra vez, las superficies podran ser abiertas (cuando disponen de una curva que limita susfronteras) y cerradas cuando no. Un cırculo sera una superficie abierta y una esfera cerrada. Por convencionsupondremos que el vector normal a una superficie cerrada tendra sentido positivo saliendo.
 La utilizacion de integrales de superficie nos ha permitido definir, de manera invariante (independientedel sistema de coordenadas) las expresiones para los operadores diferenciales. Ası hemos podido definir:
 ∇φ ≡ gradφ = lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 φ (x, y, z) d~S = lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 φ (x, y, z) ns dS
 ∇ · ~a ≡ div [~a] = lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 ~a · d~S ≡ lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 ~a · ns dS = lımV→0
 1
 V
 ∫∫s
 an dS
 ~∇× ~a ≡ rot [~a] = lımV→0
 1
 V
 ∫∫d~S × ~a = lım
 V→0
 1
 V
 ∫∫ns × ~a dS
 5.11. Campos Vectoriales y Teoremas integrales
 En esta seccion presentaremos un conjunto de teoremas que relacionan las variaciones de un campovectorial con las fuentes que lo producen. En terminos tecnicos (matematicos) resultan fundamentales cuandoqueremos convertir un tipo de integral (lınea, superficie o volumen) en otra.
 El primer teorema, el Teorema de Gauss permite expresar el valor de una integral de volumen, V, en-cerrado por una determinada superficie, S, (cerrada) en terminos de una integral sobre esa superficie, S.El otro teorema importante es el Teorema de Stokes, el cual permite relacionar el valor de una integral desuperficie con la integral de lınea sobre la curva que delimita esa superficie.
 5.11.1. Teorema de Gauss
 Presentacion y demostracion
 La primera relacion que presentaremos entre una integral de superficie de un campo vectorial, ~a,y unade superficie de su derivada es el Teorema de Gauss el cual se expresa de forma vectorial como∫∫
 s
 ~a · d ~S ≡∫∫
 s
 ~a · ns dS =
 ∫V
 ∇ · ~a d V
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 Figura 5.11: Teoremas de Gauss
 donde ~a = ~a (x, y, z) es el campo vectorial d ~S ≡ ns dS es el diferencial de area y d V el diferencial devolumen.
 Tal y como vimos en su oportunidad el termino ∇·~a es interpretado como el flujo del campo ~a por unidadde volumen, por lo tanto el lado derecho de la ecuacion es la tasa de flujo neto que sale del volumen sobreel cual estamos integrando.
 La demostracion del Teorema de Gauss es como sigue. supongamos un volumen encerrado por unasuperficie convexa, S, como se muestra en la Figura 5.11 en los cuadrantes I, II y III. Supongamos ademasque orientamos el sistema de coordenada de tal forma que una lınea paralela a uno de los ejes toca la superficieen dos puntos (Figura 5.11, cuadrante I). De este modo podemos trazar una superficie (perpendicular a esalınea) tal que divida la superficie, S, en dos superficies, S1,y S2, cada una de las cuales esta bordeada por lacurva, C, (Figura 5.11, cuadrante II).
 Al evaluar la integral∫S
 ax ı · d ~S =
 ∫S1
 ax ı · d ~S +
 ∫S2
 ax ı · d ~S =
 ∫∫s′
 [ax (x2, y, z)− ax (x1, y, z)] d S′
 ya que las componentes x de los vectores normales a las dos superficies que contribuyen (Figura 5.11,cuadrante III) tienen signos opuestos
 d S2x = ı · d ~S2 = −ı · d ~S1 = −d S1x = d y d z = d S′
 Ahora bien, dado que
 ∂ax∂x
 = lımx2→x1
 ax (x2, y, z)− ax (x1, y, z)
 x2 − x1⇒ ax (x2, y, z)− ax (x1, y, z) =
 ∫ x2
 x1
 ∂ax∂x
 dx
 con lo cual ∫S
 ax ı · d ~S =
 ∫∫s′
 [∫ x2
 x1
 ∂ax∂x
 dx
 ]d y d z =
 ∫V
 ∂ax∂x
 dV
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 y equivalentemente al hacerlo en las direcciones y k, obtendremos∫S
 ay · d ~S =
 ∫V
 ∂ay∂y
 dV y
 ∫S
 azk · d ~S =
 ∫V
 ∂az∂z
 dV
 y finalmente hemos demostrado el Teorema de la divergencia o Teorema de Gauss∫∫s
 ~a · d ~S ≡∫∫
 s
 ~a · ns dS =
 ∫V
 (∂ax∂x
 +∂ay∂y
 +∂az∂z
 )d V =
 ∫V
 (∂i a
 i)
 d V =
 ∫V
 ∇ · ~a d V
 Expresiones equivalentes para el Teorema de Gauss
 Si bien la expresion estandar es la que hemos presentado, existen algunas variantes que se derivan de ella.Por ejemplo si consideramos un campo escalar, φ (x, y, z) , el teorema de Gauss nos conduce a∫∫
 s
 φ (x, y, z) d ~S =
 ∫∫∫V
 ~∇φ (x, y, z) d V y
 ∫∫s
 d ~S × ~B (x, y, z) =
 ∫∫∫V
 ~∇× ~B (x, y, z) d V
 donde ~B (x, y, z) es un campo vectorial.Para comprobar la primera de estas dos relaciones consideramos un vector ~c constante y construimos un
 campo vectorial
 ~a (x, y, z) = ~cφ (x, y, z) ⇒
 ∫∫s
 ~a · d ~S =
 ∫∫∫V
 ∇ · ~a d V ⇒ ~c ·∫∫
 s
 φ (x, y, z) d ~S = ~c ·∫∫∫
 V
 ∇φ (x, y, z) d V
 0 = ~c ·[∫∫
 s
 φ (x, y, z) d ~S −∫∫∫
 V
 ∇φ (x, y, z) d V
 ]es decir, para todo vector ~c siempre se cumple que∫∫
 s
 φ (x, y, z) d ~S =
 ∫∫∫V
 ∇φ (x, y, z) d V
 Esa misma metodologıa se puede aplicar para demostrar la segunda relacion si consideramos un campovectorial ~a (x, y, z) = ~c× ~B (x, y, z), con ~c vector constante y se procede de una manera similar.
 Ley de Gauss y Campo Electrico
 La aplicacion mas emblematica del Teorema de Gauss lo constituyen el calculo de la divergencia delcampo electrico ~E y su relacion con las distribuciones de cargas existentes. Desde siempre sabemos que elcampo electrico producido por una carga Qi viene dado por
 ~Ei (~r) =1
 4πε0
 Qir2i
 uri ; ⇒∫∫
 Si
 ~Ei · d ~Si =Qiε0
 ⇔ ∇ · ~E =ρ (~r)
 ε0
 En definitiva la “deduccion” de una de las ecuaciones de Maxwell. Si calculamos el flujo del campo electricoen una region sin cargas todas las lıneas del campo ~E (~r) atraviesan el volumen: todas entran y todas salen.Sin embargo si tenemos un conjunto de cargas discretas distribuidas dentro de la region encerrada por la
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 superficie, S, (ver Figura 5.11, cuadrante IVa) podemos encerrar cada una de las cargas con superficiesesfericas Si. Por lo tanto∫∫
 S
 ~E · d ~S +∑i
 ∫∫Si
 ~E · d ~Si =
 ∫V
 ∇ · ~E d V = 0 ⇒∫∫
 S
 ~E · d ~S = −∑i
 ∫∫Si
 ~E · d ~Si
 Con lo cual hemos definido una superficie con “huecos” alrededor de cada una de las cargas y llegamos a laconclusion que lo que entra sale. Por su parte, el campo electrico medido cada superficie esferica interior, Sisera
 ~E∣∣∣Si
 =1
 4πε0
 Qir2i
 uri + ~E′
 donde ~E′ es el campo de todas las otras cargas presentes en e volumen encerrado por S. Es claro que estecampo ~E′ tiene flujo cero neto sobre cada esfera de superficie Si. Por lo tanto∫∫
 S
 ~E · d ~S = −∑i
 ∫∫Si
 (1
 4πε0
 Qir2i
 uri + ~E′)· nSi dSi =
 ∑i
 1
 4πε0
 Qir2i
 ∫∫Si
 dSi =
 ∑iQiε0
 =Q
 ε0
 donde hemos utilizado que∫Vi
 ∇ · ~E′ d Vi = 0 =∑i
 ∫∫Si
 ~E′ · nSi dSi; uri · nSi = −1; y
 ∫∫Si
 dSi = Si = 4πr2i
 Finalmente encontramos una de las Leyes de Maxwell si reescribimos la integral de superficie utilizando laLey de Gauss∫∫
 S
 ~E · d ~S =Q
 ε0=
 1
 ε0
 ∫V
 ρ (~r) d V ⇒∫∫
 S
 ~E · d ~S =
 ∫V
 ∇ · ~E d V =1
 ε0
 ∫V
 ρ (~r) d V
 con lo cual ∫V
 (~∇ · ~E − ρ (~r)
 ε0
 )d V ⇒ ~∇ · ~E =
 ρ (~r)
 ε0
 Discontinuidades y densidades superficiales de carga
 Normalmente, siempre consideramos que los campos vectoriales ~a = ~a (x, y, z) son campos continuos (y,mas aun, con todas sus derivadas continuas). Sin embargo, encontramos en la naturaleza situaciones enla cuales el campo varıa mucho en una distancia muy corta (infinitesimal). En estas situaciones podemossimular esta rapida variacion como una discontinuidad en el campo. Existe formas de aplicar el Teorema deGauss para algunas situaciones en las cuales tratamos con campos discontinuos. La manera apropiada detratar (derivadas e integrales de) funciones discontinuas es considerandolas no funciones sino distribuciones.Este tipo de tratamiento esta fuera del alcance de este formulario y sera considerado en otros cursos.
 Supongamos el caso que ilustra la Figura 5.11, cuadrante IVb. Una regionR delimitada por una superficieS, dentro de la cual, una superficie de discontinuidad, S, separa dos subregiones R
 1y R2 a traves de la
 cual un campo vectorial, ~a = ~a (x, y, z) , es discontinuo. Ahora bien, el campo vectorial es continuo en lassubregiones, por lo cual el flujo del campo atraviesa las superficies S1 y S que delimitan el volumen V1 de laregion R1. Entonces el Teorema de Gauss para cada region queda expresado como∫
 V1
 ∇ · ~a d V =
 ∫∫S1
 ~a · d ~S +
 ∫∫S
 ~a+ · nS dS y
 ∫V2
 ∇ · ~a d V =
 ∫∫S2
 ~a · d ~S −∫∫
 S
 ~a− · nS dS
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 Figura 5.12: Discontinuidad del Vector Desplazamiento
 donde nS es el vector normal a al superficie, S,de separacion de las dos regiones. Adicionalmente hemosdenotado, ~a+ y ~a− el campo ~a evaluado del lado de R1 y R2, respectivamente. Si ahora consideramos elteorema de Gauss en toda la region∫
 V1+V2
 ∇ · ~a d V ≡∫V1
 ∇ · ~a d V +
 ∫V2
 ∇ · ~a d V
 Claramente si el campo es continuo dentro de la region R entonces nos queda la formulacion estandar delTeorema de Gauss, ∫
 V1+V2
 ∇ · ~a d V =
 ∫∫S
 ~a · d ~S
 por el contrario si el campo es discontinuo, entonces debe tomarse en cuenta la discontinuidad del campo yla relacion que surge de sumar el flujo a traves de las dos regiones es∫
 V1+V2
 ∇ · ~a d V =
 ∫∫S
 ~a · d ~S −∫∫
 S
 (~a2 − ~a1) · nS dS
 con nS el vector unitario, normal a la superficie S y que apunta de R1→ R2. Es claro que la discontinuidad
 que cuenta es la de la componente del campo perpendicular a la superficie (ver Figura 5.12).Este tipo de discontinuidad en campos irrotacionales es generada por la presencia de fuentes las cuales,
 en este caso son densidades superficiales de carga. Quiza el ejemplo tıpico para la aplicacion de las anterioresconsideraciones es la aplicacion de las ecuaciones de Maxwell en el caso del vector desplazamiento electrico~D,a traves de una superficie, S, que separa dos medios. Este caso se ilustra en la Figura 5.11, cuadranteIVc y en la Figura 5.12, solo que en este ultimo caso el vector normal esta definido a la inversa: la region 2corresponde a la region 1 de la Figura 5.11, cuadrante IVc. La ecuacion de Maxwell correspondiente sera
 ∇ · ~E =ρ (~r)
 ε0⇒ ∇ · ~D = ρ (~r) ⇒
 (~D2 − ~D1
 )· nS = σ con ~D = ε0 ~E
 donde nS es el vector normal a la superficie (ver Figura 5.11, cuadrante IVc) y σ es la densidad superficial decarga en la superficie, S. Para comprobar esta relacion construimos un volumen cilındrico infinitesimal queencierra la superficie de discontinuidad, de tal forma que ∆S2 corresponde con la “tapa” del cilindro y ∆S1
 con su “base” (Figura 5.11 cuadrante IVc). Adicionalmente, como ∆l ∼ 0 no solo podremos trabajar sin las
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 integrales, el flujo a traves de las “paredes” del cilindro sera despreciable y ∆S2 ≈ ∆S1, sino que ademas, alencerrar la discontinuidad no tomamos en cuenta la contribucion de la superficie ∆S3 (o S, en el cuadranteIVb de la Figura 5.11). Ası
 ∇ · ~D d V = ~D2 ·∆~S2 − ~D1 ·∆~S1 ⇒ ρ (~r) (∆S2∆l) =(~D2 − ~D1
 )· nS2
 ∆S2
 con lo cualρ (~r) ∆l ≡ σ =
 (~D2 − ~D1
 )· nS2
 Teoremas de Green
 Cuando consideramos campos vectoriales muy particulares el Teorema de Gauss nos lleva a un par deidentidades vectoriales conocidas como las Identidades o Teoremas de Green
 Supongamos que tenemos dos campos escalares: ζ (x, y, z) y ξ (x, y, z) entonces y con ellos construimosun campo vectorial
 ~a (x, y, z) = ζ (x, y, z) ∇ξ (x, y, z) ⇒∫∫
 s
 ~a · d ~S =
 ∫∫∫V
 ∇ · ~a d V ⇒
 ⇒∫∫
 s
 (ζ (x, y, z) ∇ξ (x, y, z)
 )· d ~S =
 ∫∫∫V
 ∇ ·(ζ (x, y, z) ∇ξ (x, y, z)
 )d V
 con lo cual arribamos a primera identidad de Green, Primer Teorema de Green o, Teorema escalar de Green:∫∫s
 (ζ (x, y, z) ∇ξ (x, y, z)
 )· d ~S =
 ∫∫∫V
 [ζ (x, y, z)
 (∇ · ∇ξ (x, y, z)
 )+ ∇ζ (x, y, z) · ∇ξ (x, y, z)
 ]d V
 Si ahora, consideramos los siguientes campos vectoriales
 ∇ ·(ζ (x, y, z) ∇ξ (x, y, z)
 )= ∇ζ (x, y, z) · ∇ξ (x, y, z) + ζ (x, y, z) ∇ · ∇ξ (x, y, z)
 y
 ∇ ·(ξ (x, y, z) ∇ζ (x, y, z)
 )= ∇ξ (x, y, z) · ∇ζ (x, y, z) + ξ (x, y, z) ∇ · ∇ζ (x, y, z)
 restando ambas expresiones tendremos que
 ∇ ·ζ (x, y, z) ∇ξ (x, y, z)− ξ (x, y, z) ∇ζ (x, y, z)
 =
 ζ (x, y, z) ∇ · ∇ξ (x, y, z)− ξ (x, y, z) ∇ · ∇ζ (x, y, z)
 y al integrar sobre un volumen V tendremos la formulacion del Teorema de simetrico de Green, la segundaidentidad (o teorema) de Green o el Teorema∫∫∫
 V
 ζ (x, y, z) ∇ · ∇ξ (x, y, z)− ξ (x, y, z) ∇ · ∇ζ (x, y, z)
 d V =∫∫
 s
 ζ (x, y, z) ∇ξ (x, y, z)− ξ (x, y, z) ∇ζ (x, y, z)
 · d ~S
 La utilidad de estas relaciones las veremos en el desarrollo de la Teorıa de Potencial en la seccion 5.12.1en la pagina 264
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 Figura 5.13: Teorema de Stokes
 5.11.2. Teorema de Stokes
 Presentacion y demostracion
 El teorema de Stokes relaciona una integral de lınea escalar de un campo vectorial, ~a = ~a (x, y, z) , alo largo de una curva cerrada, C, con una integral del rotor del campo sobre la superficie encerrada por lacurva, C. Es decir ∮
 ~a · d ~r =
 ∫∫S
 (~∇× ~a
 )· d ~S ≡
 ∫∫S
 (~∇× ~a
 )· nS dS
 Tal y como hemos mencionado antes la superficie la define su vector normal, y este lo define el “sentido” decirculacion de la curva que bordea la superficie (ver Figura 5.13 cuadrantes I y III).
 No haremos una demostracion formal del Teorema de Stokes como lo hicimos para el Gauss. Nos con-venceremos de que es correcta la relacion a partir de algunas situaciones sencillas. Cualquier superficie lapodremos dividir en pequenas cuadrıculas diferenciales, las cuales sumadas constituyen la superficie (verFigura 5.13 cuadrante II). Es facil convencerse que la circulacion5 por le borde de una cuadrıcula diferencial(por ejemplo en el plano x, y) nos lleva a
 Γ1234 =
 ∮1234
 ~a · d ~r =
 ∫1
 ax (x, y) d x+
 ∫2
 ay (x, y) d y +
 ∫3
 ax (x, y) (−d x) +
 ∫4
 ay (x, y) (−d y)
 donde hemos denotado la trayectoria a lo largo del perımetro de la cuadrıcula por 1234 De la Figura 5.14podemos intuir
 Γ1234 =
 ∫ax (x0, y0) d x+
 ∫ay (x0 + d x, y0) d y +
 ∫ax (x0, y0 + d y) (−d x) +
 ∫ay (x0, y0) (−d y)
 5Pueden consultar otro ejemplo de circulacion en la seccion 5.9.3
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 Figura 5.14: Circulacion en una cuadrıcula del plano x, y
 y de allı el desarrollo por Taylor que nos conduce a
 Γ1234 =
 ∫ax (x0, y0) d x+
 ∫ [ay (x0, y0) +
 ∂ay∂x
 ∣∣∣∣x=x0
 d x
 ]d y −
 ∫ [ax (x0, y0) +
 ∂ax∂y
 ∣∣∣∣y=y0
 d y
 ]d x
 +
 ∫ay (x0, y0) d y
 Γ1234 =
 ∫ (∂ay∂x
 ∣∣∣∣x=x0
 − ∂ax∂y
 ∣∣∣∣y=y0
 )d xd y =
 ∫∫S
 ~∇× ~a∣∣∣z
 d Sz ≡∫∫
 S
 (~∇× ~a
 )· d ~S
 pero esto vale para todos los puntos (x0, y0) y se puede aplicar para las otras superficies con lo cual es facilconvercerse que esta tecnica se puede utilizar para cada cuadrıcula en las cuales hemos dividido la superficie(ver Figura 5.13 cuadrante II). Mas aun las circulaciones a lo largo de los perımetros de las cuadrıculasinteriores se anulan (ver Figura 5.13 cuadrante III) y solo sobrevive la circulacion a lo largo del perımetroexterior de la superficie. Con ello∑
 cuadricula
 ~a · d ~r ≡∑(
 ~∇× ~a)· d ~S ⇒
 ∮~a · d ~r =
 ∫∫S
 (~∇× ~a
 )· d ~S
 Expresiones equivalentes para el Teorema de Stokes
 Del mismo modo que hicimos en la seccion 5.11.1 con el Teorema de Gauss, podemos hacerlo para elTeorema de Stokes y tendremos∮
 φ (x, y, z) d ~r =
 ∫∫S
 d ~S × ~∇φ (x, y, z) y
 ∮d ~r × ~B (x, y, z) =
 ∫∫S
 (d ~S × ~∇
 )× ~B (x, y, z)
 donde φ (x, y, z) es un campo escalar y ~B (x, y, z) un campo vectorial. Otra vez, la metodologıa para proceder ala demostracion se fundamenta en considerar un par de campos vectoriales de la forma ~a (x, y, z) = φ (x, y, z)~c
 y ~b (x, y, z) = ~c× ~B (x, y, z) y desarrollar un algebra vectorial mınima.
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 Teorema de Stokes y Fuerzas Conservativas
 El teorema de Stokes nos permite identificas que campos vectoriales irrotacionales generan integrales delınea las cuales son independientes de la trayectoria. Esto es
 ~∇× ~F (x, y, z) = 0 ⇒∫∫
 S
 (~∇× ~a
 )· d ~S =
 ∮~a · d ~r = 0
 con lo cual, lo que se esta implicando es que toda trayectoria cerrada de puede fraccionar en dos trayectoriasabiertas que se unen en los extremos, entonces∮
 ~a · d ~r = 0 =
 ∫C1
 ~a · d ~r +
 ∫C2
 ~a · d ~r ⇒∫ P2
 P1
 curva C1
 ~a · d ~r ≡∫ P2
 P1
 curva C2
 ~a · d ~r
 y lo que nos dice es que vamos de un punto (de corte de la curva cerrada) P1 a otro punto P2 por dostrayectorias distintas y la integral de lınea es la misma. Mas adelante veremos que a los campos vectorialesirrotacionales les esta asociado un potencial tal que
 ~∇× ~F (x, y, z) = 0 ⇒ ~F (x, y, z) ∝ ~∇φ (x, y, z)
 Teorema de Stokes y discontinuidades del campo vectorial
 Al igual que el Teorema de Gauss puede ser considerado para manejar funciones discontinuas, el Teoremade Stokes tambien tiene una expresion cuando se consideran campos discontinuos (continuo a trozos ocontinuos por segmentos)
 Al igual que en el caso de Teorema de Gauss, consideremos el caso mas simple el de un campo vectorial~a (x, y, z) que es discontinuo sobre una superficie, S ,que divide R en dos subregiones R
 1y R2 (ver otra vez
 5.11, cuadrante IVb). En este caso la superficie S, sera abierta y estara delimitada por una curva C2. Lainterseccion de las superficies S y S sera una curva C,la cual dividira a S en dos superficies S1 y S2 (verFigura 5.13 cuadrante IV). Entonces, aplicando el Teorema de Stokes a la curva cerrada. Entonces∮
 C1+C
 ~a · d ~r =
 ∫ P2
 P1
 curva C1
 ~a · d ~r +
 ∫ P1
 P2
 curva C
 ~a · d ~r =
 ∫∫S1
 (~∇× ~a
 )· d ~S
 y∮C2+C
 ~a · d ~r =
 ∫ P1
 P2
 curva C2
 ~a · d ~r +
 ∫ P2
 P1
 curva C
 ~a · d ~r =
 ∫∫S2
 (~∇× ~a
 )· d ~S
 Ahora bien si las sumamos obtendremos∫∫S1
 (~∇× ~a
 )· d ~S +
 ∫∫S2
 (~∇× ~a
 )· d ~S =
 ∮C
 ~a · d ~r +
 ∫ P1
 P2
 curva C en S1
 ~a · d ~r +
 ∫ P2
 P1
 curva C en S2
 ~a · d ~r
 la cual puede ser reescrita como∮C
 ~a · d ~r =
 ∫∫S
 (~∇× ~a
 )· d ~S −
 ∫ P2
 P1
 curva C
 (~a|S2
 − ~a|S1
 )· d ~r
 donde hemos denotado ~a|S2como el campo vectorial evaluado sobre la curva C “del lado” de las superficie
 S2. Es importante senalar que el termino que incorpora la contribucion de la discontinuidad del camposolo encierra componentes tangenciales a la superficie. Esto es claro del producto escalar con el vector, d ~r,tangente a la curva C (y tambien a la superficie S).
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 5.12. Teorıa de Potencial
 5.12.1. Potenciales escalares
 Si un campo vectorial ~F (x, y, z) en una determinada region R puede asociarse con un gradiente de unpotencial tendremos que
 ~F (x, y, z) = −~∇φ (x, y, z) ⇔ ~∇× ~F (x, y, z) = 0 ⇔∮
 ~F (x, y, z) · d ~r = 0
 La ventaja que un campo derive de un potencial es, por un la lado la simplicidad y la cantidad de informacionque sobre el campo teneos: describimos la interaccion por una funcion y no con tres (las componentes delcampo) y sabremos que el campo es irrotacional y conservativo. Pero ademas la funcion que describe elcampo es escalar, con lo cual es independiente del sistema de coordenadas.
 Cualquiera de las afirmaciones implica las otras dos, con o cual podremos elegir cualquier de ellas parademostrar las otras dos. Veamos:
 un campo que derive de un potencial es conservativo e irrotacional
 ~F = −~∇φ (x, y, z)⇒
 −~∇×
 (~∇φ (x, y, z)
 )= 0
 −∮~∇φ (x, y, z) · d ~r = −
 ∮dφ = φ (x0, y0, z0)− φ (x0, y0, z0) = 0
 donde hemos utilizado la definicion de diferencial total
 dφ =∂φ (x, y, z)
 ∂xdx+
 ∂φ (x, y, z)
 ∂ydy +
 ∂φ (x, y, z)
 ∂zdz = ~∇φ (x, y, z) · d ~r
 un campo conservativo es irrotacional y deriva de un potencial.
 Un campo conservativo implica que el trabajo (∫ P2
 P1
 ~F (x, y, z) · d ~r) es independiente de la trayectoriaentre P1 y P2. Por eso llamamos a la fuerza conservativa por cuanto se conserva la energıa y por lotanto, esta depende unicamente de la posicion∮
 ~F (x, y, z) · d ~r = 0 ⇒∫ P2
 P1
 ~F (x, y, z) · d ~r = φ (x2, y2, z2)− φ (x1, y1, z1)
 ⇓~F (x, y, z) · d ~r = dφ = −~∇φ (x, y, z) · d ~r ⇒ ~F (x, y, z) = −~∇φ (x, y, z)
 con lo cual hemos demostrado que el campo vectorial deriva de un potencial. El signo menos (−) es unaconvencion tradicional del oficio de Fısico y proviene de nuestra intuicion de flujo de los acontecimientos:“El agua siempre fluye hacia abajo”.Ahora bien, utilizando el Teorema de Stokes tendremos:
 ~F (x, y, z) = −~∇φ (x, y, z) ⇒∮
 ~F · d ~r =
 ∫∫S2
 (~∇× ~F
 )· d ~S = 0 ⇒ ~∇× ~F (x, y, z) = 0
 es facil demostrar que el campo tambien es irrotacional.
 un campo de fuerzas irrotacional implica que el campo deriva de un potencial y que el campo esconservativo.Otra vez, por el Teorema de Stokes si es irrotacional es conservativo,
 ~∇× ~F (x, y, z) = 0 ⇒∫∫
 S2
 (~∇× ~F
 )· d ~S =
 ∮~F · d ~r = 0
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 y si es conservativo deriva de un potencial
 ~F (x, y, z) · d ~r = dφ = −~∇φ (x, y, z) · d ~r ⇒ ~F (x, y, z) = −~∇φ (x, y, z)
 En definitiva, si cualquiera de las condiciones se cumple: conservativo, irrotacional o potencial, las otrastambien se cumpliran.
 5.12.2. Potenciales vectoriales y calibres
 Al igual que derivamos un campo vectorial ~F a partir de un potencial escalar φ (x, y, z) y asociamos
 su existencia a su condicion de irrotacionalidad, ~∇ × ~F (x, y, z) = 0, podemos pensar que un campo sindivergencia (solenoidal o transverso) conlleva a la existencia de un potencial vectorial. Esto es
 ~∇ · ~F (x, y, z) = 0 ⇒ ~F (x, y, z) = ~∇× ~A (x, y, z)
 Claramente~∇ · ~F (x, y, z) = ∂iF
 i = ∂i(εijk∂jAk
 )= 0
 El campo vectorial ~A = ~A (x, y, z) se conoce con el nombre de potencial vectorial del campo ~F . Ahora bien,
 el campo solenoidal, ~F , no queda unıvocamente determinado a partir de su potencial vectorial. Existe unaarbitrariedad de un campo escalar, llamado de calibre, χ = χ (x, y, z) (gauge en ingles) de forma tal que
 ~A′ = ~A+ ~∇χ (x, y, z) ⇒ ~F = ~∇× ~A′ = ~∇×(~A+ ~∇χ
 )= ~∇× ~A+ ~∇×
 (~∇χ)
 = ~∇× ~A
 de forma que varios potenciales vectoriales ~A′ y ~A generan el mismo campo vectorial ~F . Esta arbitrariedadnos permite particularizar el calibre segun nos convenga. Existen varios calibres en el mercado, los cualesson utilizados segun el problema fısico al cual tratemos. Entre ellos podemos mencionar un par de ellos:
 El calibre de Lorentz :Esta seleccion proviene de requerir que el campo de calibre satisfaga la ecuacion una ecuacion de onda
 ~∇2χ (x, y, z, t)− a∂2χ (x, y, z, t)
 ∂t2= 0
 donde a es una constante. Notese que hemos supuesto que el campo de calibre puede depender deltiempo. El calibre del Lorentz se escoje porque (entre otras cosas) permite que la solucion a la ecuacionde onda para el potencial vectorial
 ~∇2 ~A (x, y, z, t)− a∂2 ~A (x, y, z, t)
 ∂t2= 0
 quede unıvocamente determinada
 El calibre de Coulomb, de radiacion o transverso:La seleccion de este calibre impone que el potencial vectorial ~A (x, y, z, t) satisfaga la ecuacion
 ~∇ · ~A = 0 ⇒ ~∇ · ~A′ (x, y, z, t) = ~∇ ·(~A (x, y, z, t) + ~∇χ (x, y, z, t)
 )= 0 ⇒ ~∇2χ (x, y, z, t) = 0
 El nombre de calibre de Coulomb, de radiacion o transverso proviene de las consecuencias de suutilizacion en las ecuaciones de Maxwell.
 Notese que si el campo (y el calibre) es independiente del tiempo ~A = ~A (x, y, z) ambos calibres coinciden.
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 5.12.3. Teorema de Green y Potenciales
 Si el rotor y la divergencia de un campo vectorial, ~F , decente (continuo y continuamente diferenciable)estan especificados en una region del espacio delimitada por una superficie cerrada, S, y las componentes delcampo normales a esa superficie, nS · ~F , tambien se conocen, entonces el Teorema de Green nos garantizaque ese campo, ~F , que cumple con esas condiciones es unico.
 Esa demostracion procede ası. Supongamos que existe otro campo vectorial que cumple con las mismascondiciones que el campo ~F . Esto es
 ~∇ · ~F = ~∇ · ~G
 ~∇× ~F = ~∇× ~G
 nS · ~F = nS · ~G
 ⇒ ~H = ~F − ~G ⇒
 ~∇ · ~H = 0
 ~∇× ~H = 0
 nS · ~H = 0
 como ~H es irrotacional entonces
 ~∇× ~H = 0 ⇒ ~H = ~∇φ (x, y, z) ⇒ ~∇ · ~H = ~∇ · ~∇φ (x, y, z) = 0
 , y el Teorema de Green nos garantiza que∮φ~∇φ · d ~S =
 ∫∫S
 φ(~∇φ · nS
 )dS =
 ∫∫∫V
 [φ(∇ · ∇φ
 )+ ∇φ · ∇φ
 ]d V
 con lo cual ∫∫S
 φ(~∇φ · nS
 )dS =
 ∫∫S
 φ(~H · nS
 )dS =
 ∫∫∫V
 [~H · ~H
 ]d V ⇒ ~H = 0
 de donde se deduce que ~F = ~G es decir, que el campo, ~F , es unico.
 5.12.4. Teorema de Helmholtz
 El teorema de Helmholtz afirma que todo campo vectorial, ~F , continuo, y continuamente diferenciable(al menos a trozos) y, regular en infinito se puede expresar como una suma de dos “componentes”, una
 longitudinal o irrotacional, ~Fl, y otra transversa o solenoidal, ~Ft. Esto es
 ~F = ~Fl + ~Ft con
 ~∇× ~Fl = 0
 ~∇ · ~Ft = 0
 En general dado que el campo, ~F , puede ser discontinuo, tendremos que suponer que
 ~∇ · ~F = ρ (~r)
 ~∇× ~F = ~J (~r)
 y como ~F = ~Fl + ~Ft ⇒
 ~∇ · ~F = ~∇ ·
 (~Fl + ~Ft
 )= ~∇ · ~Fl = ρ (~r)
 ~∇× ~F = ~∇×(~Fl + ~Ft
 )= ~∇× ~Ft = ~J (~r)
 dado que ~∇ · () y ~∇× () son lineales. Esta separacion del campo vectorial ~F = ~Fl + ~Ft es completamentegeneral y siempre puede hacerse para cualquier campo vectorial.
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 Supondremos ademas, que la solucion a la ecuacion de Poisson ~∇2φ (x, y, z) = −ρ (x, y, z) existe y esunica6.
 Tendremos que
 ~∇× ~Fl = 0 ⇒ ~Fl = −~∇φ (x, y, z) ⇒ ~∇ · ~F = ~∇ · ~Fl = −~∇2φ (x, y, z) = ρ (~r)
 y la solucion existe y es unica. Es decir, podemos expresar de manera unıvoca al campo vectorial, ~F , (a traves
 de su “componente” longitudinal ~Fl) en terminos de un campo escalar (a funcion potencial) φ (x, y, z) . Porotra parte
 ~∇ · ~Ft = 0 ⇒ ~Ft = ~∇× ~A ⇒ ~∇× ~F = ~∇× ~Ft = ~∇×(~∇× ~A
 )= ~∇
 (~∇ · ~A
 )− ~∇2 ~A = ~J (~r)
 La cual al seleccionar el calibre de Coulomb ~∇ · ~A = 0 se convierte en Es importante senalar que el campo,~A = ~A (x, y, z) , solucion a la ecuacion
 ~∇×(~∇× ~A
 )= ~∇2 ~A = ∂i∂i ~A = − ~J (~r) ⇒ ∂i∂i A
 k = −Jk (~r)⇔
 ~∇2Ax = −Jx (~r)
 ~∇2Ay = −Jy (~r)
 ~∇2Az = −Jz (~r)
 Una vez mas nos topamos con la solucion a la ecuacion de Poisson, esta vez para cada componente. Esto secumple siempre, porque hemos supuesto que la solucion para la ecuacion de Poisson existe y es unica.
 Un corolario del Teorema de Helmholtz que un campo vectorial queda unıvocamente determinado siconocemos su rotor y su divergencia.
 6Esta suposicion es indispensable pero es muy fuerte. Las condiciones sobre el potencial φ (x, y, z) que la implican seranconsideradas en otros cursos de Metodos Matematicos. En este curso, supondremos que existe y es unica
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 5.13. Algunos Ejemplos resueltos
 1. Hallar las componentes cartesianas del vector que, en coordenadas cilındricas, tiene las siguiente com-ponentes (1,−1, 3)
 Solucion Ese vector en coordenadas cilındricas se puede escribir como: ~V = ur − uϕ + 3uzEn general, las componentes de los vectores transforman como
 ai =∂ xi (xm)
 ∂ xkak ⇒
 a1 =∂ x1 (xm)
 ∂ xkak
 a2 =∂ x2 (xm)
 ∂ xkak
 a3 =∂ x3 (xm)
 ∂ xkak
 con
 x1 = x
 x2 = y
 x3 = z
 y
 x1 = r
 x2 = ϕ
 x3 = z
 y la ley de transformacion entre coordenadas cartesianas y coordenadas cilındricas es
 x = x (r, ϕ) = r cosϕ; y = y (r, ϕ) = r senϕ y z = z
 con lo cual es facil identificar∂ x(r,ϕ)∂ r = cosϕ
 ∂ y(r,ϕ)∂ r = senϕ
 ∂ z∂ r = 0
 ;
 ∂ x(r,ϕ)∂ ϕ = −r senϕ
 ∂ y(r,ϕ)∂ ϕ = r cosϕ
 ∂ z∂ ϕ = 0
 ; y
 ∂ x(r,ϕ)∂ z = 0
 ∂ y(r,ϕ)∂ z = 0
 ∂ z∂ z = 1
 con lo cual
 a1 =∂ x1 (xm)
 ∂ xkak =
 ∂ x1 (xm)
 ∂ x1a1 +
 ∂ x1 (xm)
 ∂ x2a2 +
 ∂ x1 (xm)
 ∂ x3a3
 a1 =∂ x (r, ϕ)
 ∂ r(1) +
 ∂ x (r, ϕ)
 ∂ ϕ(−1) = cosϕ+ r sinϕ = cos (−1) + 1 sin (−1) = −0,30117
 del mismo modo
 a2 =∂ y (r, ϕ)
 ∂ r(1) +
 ∂ y (r, ϕ)
 ∂ ϕ(−1) = sinϕ− r cosϕ = sin (−1)− (1) cos (1) = −1,3818
 a3 = 3
 con lo cual ~V = ur − uϕ + 3uz = −0,30117 ı− 1,3818 + 3 k
 2. Dados T ij , ai y bi ∈ E3 con
 T ij =
 1 0 33 4 13 1 4
 ; ~a =
 52−5
 y ~b =
 −254
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 a) Suponga que T ij , ~a y ~b estan expresados en coordenadas cartesianas, calcule Aijaibj , Sija
 iaj ,
 Aijbibj .
 Solucion Donde Sij y Akl son, respectivamente, las partes simetrica y antisimetrica del tensor T ij y lametrica en coordenadas cartesianas viene dada por
 gij =
 1 0 00 1 00 0 1
 Tendremos que
 Sij =1
 2(Tij + Tji) =
 1
 2
 1 0 33 4 13 1 4
 +
 1 3 30 4 13 1 4
 =
 2 3 63 8 26 2 8
 Notese que la expresion matricial para Tij ≡ gikT kj es la misma que para T ij debido a la forma dela metrica en este espacio. Del mismo modo
 Aij =1
 2(Tij − Tji) =
 1
 2
 1 0 33 4 13 1 4
 − 1 3 3
 0 4 13 1 4
 =
 0 −3 03 0 00 0 0
 por lo tanto
 aiAijbj =
 1
 2
 (5 2 −5
 ) 0 −3 03 0 00 0 0
 −254
 = −87
 2
 aiSijaj =
 1
 2
 (5 2 −5
 ) 2 3 63 8 26 2 8
 52−5
 = 1
 biAijbj = 0
 b) Suponga ahora que esos mismos T ij , ~a y ~b estan expresados en coordenadas cilındricas.
 1) Encuentre la expresion para ~b en coordenadas esfericas.
 Solucion Al expresar ~b en cilındricas tendremos que ~b = −2 uρ + 5 uϕ + 4 uz con lo cual para expresar~b en esfericas podemos proceder de dos forma.La primera forma es transformando las componentes al conocer como transforman las coor-
 denadas. Es decir conociendo xi = xi (xm) y xj = xj (xm) expresar bi = ∂ xi
 ∂ xkbk. Dado
 que
 x (ρ, ϕ) = ρ cos ϕ = x (r, ϕ, θ) = r cosϕ sen θ ⇒
 ρ = r sen θ
 ϕ = ϕy z = r cos θ
 equivalentemente,
 r =√ρ2 + z2; θ = arctan
 (ρz
 )ϕ = ϕ
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 por lo tanto
 bi =∂ xi
 ∂ xkbk =
 ∂ x1
 ∂ x1∂ x1
 ∂ x2∂ x1
 ∂ x2
 ∂ x2
 ∂ x1∂ x2
 ∂ x2∂ x2
 ∂ x3
 ∂ x3
 ∂ x1∂ x3
 ∂ x2∂ x3
 ∂ x3
 −2
 54
 =
 ∂ r∂ ρ
 ∂ r∂ ϕ
 ∂ r∂ z
 ∂ ϕ∂ ρ
 ∂ ϕ∂ ϕ
 ∂ ϕ∂ z
 ∂ θ∂ ρ
 ∂ θ∂ ϕ
 ∂ θ∂ z
 −2
 54
 bi =
 ∂√ρ2+z2
 ∂ ρ
 ∂√ρ2+z2
 ∂ ϕ
 ∂√ρ2+z2
 ∂ z∂ ϕ∂ ρ
 ∂ ϕ∂ ϕ
 ∂ ϕ∂ z
 ∂ arctan( ρz )∂ ρ
 ∂ arctan( ρz )∂ ϕ
 ∂ arctan( ρz )∂ z
 −2
 54
 =
 ρ√ρ2+z2
 0 z√ρ2+z2
 0 1 0z
 ρ2+z2 0 −ρρ2+z2
 −2
 54
 por lo tanto en esfericas
 ~b =
 −2 sen θ + 4 cos θ5
 −2 cos θr − 4 sen θ
 r
 = (−2 sen θ + 4 cos θ) ur + 5 uϕ +−(
 2 cos θ
 r+
 4 sen θ
 r
 )uθ
 la otra forma es expresar la base ortonormal cilındrica en terminos de la base ortonormalesferica. Otra vez, utilizamos la base cartesiana como intermediaria. Esto es:
 uρ = cos ϕ ı+ sen ϕ ;uϕ = − sen ϕ ı+ cos ϕ
 uz = k
 ⇔
 ı = cos ϕ uρ − sen ϕ uϕ = sen ϕ uρ + cos ϕ uϕk = uz
 y parecido en esfericas
 ur = cosϕ sin θ ı+ sinϕ sin θ + cos θ kuϕ = − sinϕ ı+ cosϕ
 uθ = cosϕ cos θ ı+ sinϕ cos θ − sin θ k
 ⇔
 ı = cosϕ sin θ ur + cosϕ cos θ uθ − sinϕ uϕ = sinϕ sin θ ur + sinϕ cos θ uθ + cosϕ uϕk = cos θ ur− sin θ uθ
 con lo cual
 uρ = cosϕ (cosϕ sin θ ur + cosϕ cos θ − sinϕ uϕ) + senϕ (sinϕ sin θ ur + sinϕ cos θ uθ + cosϕ uϕ) ;
 uρ = sin θ ur + cos θ uθ
 uϕ = uϕ
 uz = cos θ ur− sin θ uθ
 entonces
 ~b = −2 uρ + 5 uϕ −+4 uz = −2 (sin θ ur + cos θ uθ) + 5 (uϕ) + 4 (cos θ ur− sin θ uθ)
 finalmente~b = (−2 sin θ + 4 cos θ) ur + 5uϕ − (2 cos θ + 4 sin θ) uθ
 2) Encuentre la expresion para Aijaibj en coordenadas esfericas
 Solucion La expresion para aiAijbj = − 87
 2 ser’a la misma que el caso anterior porque aiAijbj es un
 escalar bajo transformaciones de coordenadas que significa que es invariante y valdra lo mismoen todos los sistemas de coordenadas
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 Recuerde que
 cilındricas⇒
 x = x (ρ, ϕ) = ρ cosϕ
 y = y (ρ, ϕ) = ρ senϕ
 z = z
 y esfericas⇒
 x = x (r, ϕ, θ) = r cosϕ sen θ
 y = y (r, ϕ, θ) = r senϕ sen θ
 z (r, ϕ, θ) = r cos θ
 y el tensor metrico en coordenadas cilındricas
 g11 = gρρ = 1; g22 = gϕϕ = ρ2; g33 = gzz = 1.
 mientras que en coordenadas esfericas es
 g11 = grr = 1; g22 = gϕϕ = r2 sin2 θ ; g33 = gθθ = r2.
 3. Dado el sistema de coordenadas parabolicas
 x = ξη cosϕ; y = ξη senϕ; z =1
 2
 (η2 − ξ2
 )Exprese el diferencial de volumen dv = dx dy dz en estas coordenadas
 Solucion Hay varias maneras de resolver este problema. La mas intuitiva es que, dado que las coordenadasparabolicas son un sistema de coordenadas ortogonales es multiplicar largo, por ancho, alto con laslongitudes de arco en cada una de las direcciones ortogonales. Esto es
 ds2 = gnudqndqu = g11
 (dq1)2
 + g22
 (dq2)2
 + g33
 (dq3)2 ⇒
 ds2→1 = g11
 (dq1)2
 ds2→2 = g22
 (dq2)2
 ds2→3 = g33
 (dq3)2
 por consiguiente
 dv = (ds→1) (ds→2) (ds→3) =√g11dq
 1√g22dq
 2√g33dq
 3 = h1h2h3dq1dq2dq3
 con
 h1 =
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ q1
 ∥∥∥∥ =√g11 =
 √(∂ x (q1, q2, q3)
 ∂ q1
 )2
 +
 (∂ y (q1, q2, q3)
 ∂ q1
 )2
 +
 (∂ z (q1, q2, q3)
 ∂ q1
 )2
 h2 =
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ q2
 ∥∥∥∥ =√g22 =
 √(∂ x (q1, q2, q3)
 ∂ q2
 )2
 +
 (∂ y (q1, q2, q3)
 ∂ q2
 )2
 +
 (∂ z (q1, q2, q3)
 ∂ q2
 )2
 h3 =
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ q3
 ∥∥∥∥ =√g11 =
 √(∂ x (q1, q2, q3)
 ∂ q3
 )2
 +
 (∂ y (q1, q2, q3)
 ∂ q3
 )2
 +
 (∂ z (q1, q2, q3)
 ∂ q3
 )2
 por lo cual dado que |r〉 = x (η, ξ, ϕ) |i〉+ y (η, ξ, ϕ) |j〉+ z (η, ξ) |k〉
 h1 =
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ q1
 ∥∥∥∥ =√g11 =
 √(η cosϕ)
 2+ (η sinϕ)
 2+ (ξ)
 2=√
 (η2 + ξ2)
 h2 =
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ q2
 ∥∥∥∥ =√g22 =
 √(ξ cosϕ)
 2+ (ξ sinϕ)
 2+ (−η)
 2=√
 (η2 + ξ2)
 h1 =
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ q1
 ∥∥∥∥ =√g11 =
 √(−ξη sinϕ)
 2+ (ξη cosϕ)
 2+ (0)
 2= ξη
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 y finalmentedv = h1h2h3dξdηdϕ = ξη
 (η2 + ξ2
 )dξdηdϕ
 La otra forma de resolverlo, tambien intuitiva es hacer el producto mixto de los tres vectores ortogonalesbase sin normalizar. Esto es
 dv =
 ∥∥∥∥(dq1 ∂ |r〉∂ q1
 )•(
 dq2 ∂ |r〉∂ q2
 × dq3 ∂ |r〉∂ q3
 )∥∥∥∥ = dq1dq2dq3
 ∥∥∥∥∂ |r〉∂ q1•(∂ |r〉∂ q2
 × ∂ |r〉∂ q3
 )∥∥∥∥entonces, en general
 dv = dq1dq2dq3
 det
 ∂ x(q1,q2,q3)
 ∂ q1∂ y(q1,q2,q3)
 ∂ q1∂ z(q1,q2,q3)
 ∂ q1
 ∂ x(q1,q2,q3)∂ q2
 ∂ y(q1,q2,q3)∂ q2
 ∂ z(q1,q2,q3)∂ q2
 ∂ x(q1,q2,q3)∂ q3
 ∂ y(q1,q2,q3)∂ q3
 ∂ z(q1,q2,q3)∂ q3
 = dq1dq2dq3 det(J(x(q1, q2, q3
 ), y(q1, q2, q3
 ), z(q1, q2, q3
 )))donde J
 (x(q1, q2, q3
 ), y(q1, q2, q3
 ), z(q1, q2, q3
 ))es la matriz Jacobiana de la transformacion. Enton-
 ces
 dv = dξdηdϕ
 det
 η cosϕ η sinϕ ξξ cosϕ ξ sinϕ −η−ξη sinϕ ξη cosϕ 0
 = ξη(η2 + ξ2
 )dξdηdϕ
 En general, el diferencial del volumen viene expresado como un producto mixto de la base ortonormal|q1〉 , |q2〉 , |q3〉
 dv =∥∥(dq1 |q1〉
 )•(dq2 |q2〉 × dq3 |q3〉
 )∥∥ = dq1dq2dq3 ‖|q1〉 • (|q2〉 × |q3〉)‖
 dv = dqn 〈qn|(ε123dq2dq3 |q1〉
 )= gnudq
 ug22dq2g33dq
 3〈qn |q1〉︸ ︷︷ ︸δn1
 = g11dq1g22dq
 2g33dq3
 4. Dado un sistema generico de coordenadas oblicuas
 |e1〉 = a |i〉+ b |j〉 ; |e2〉 = c |i〉+ d |j〉
 a) Encuentre la expresion para la metrica gij en estas coordenadas
 Solucion Para una base generica, |xj〉 la metrica viene definida por
 gij ≡ gji = g [|xi〉 , |xj〉] ≡ 〈xi |xj〉 ≡ 〈xj |xi〉 ⇒
 〈gij〉 =
 (〈x1 |x1〉 〈x1 |x2〉〈x2 |x1〉 〈x2 |x3〉
 )=
 (a2 + b2 ac+ bdac+ bd c2 + d2
 )b) Encuentre la expresion para un vector generico ~v = vx |i〉+ vy |j〉 en estas coordenadas
 Solucion|e1〉 = a |i〉+ b |j〉
 |e2〉 = c |i〉+ d |j〉
 ⇔
 |i〉 = 1∆ (d |e1〉 − b |e2〉)
 |j〉 = 1∆ (c |e1〉 − a |e2〉)
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 con ∆ = bc− ad por lo cual
 ~v = vx |i〉+ vy |j〉 =vx∆
 (d |e1〉 − b |e2〉) +vy∆
 (c |e1〉 − a |e2〉)
 =(dvx∆
 + cvy∆
 )|e1〉 −
 (bvx∆
 + avy∆
 )|e2〉
 c) Suponga ahora una base y un tensor concreto
 |e1〉 = |i〉 ; |e2〉 =
 √2
 2|i〉+
 √2
 2|j〉 ; T ij =
 (4 21 4
 )Encuentre la expresion matricial para el tensor Tij
 7
 Solucion En general,
 Tij = gikTkj = gik
 ∂ xk
 ∂ xmTmn
 ∂ xn
 ∂ xj
 Identificando
 vx = v1 =∂ x1
 ∂ xjvj =
 ∂ x1
 ∂ x1v1 +
 ∂ x1
 ∂ x2v2 =
 d
 ∆︸︷︷︸∂ x1
 ∂ x1
 vx +c
 ∆︸︷︷︸∂ x1
 ∂ x2
 vy
 vy = v2 =∂ x2
 ∂ xjvj =
 ∂ x2
 ∂ x1v1 +
 ∂ x2
 ∂ x2v2 =
 −b∆︸︷︷︸∂ x2
 ∂ x1
 vx +−a∆︸︷︷︸∂ x2
 ∂ x2
 vy
 como
 a = 1b = 0
 c =√
 22
 d =√
 22
 ⇒
 〈gik〉 =
 (1
 √2
 2√2
 2 1
 )⟨∂ xk
 ∂ xm
 ⟩=
 (−1 −10 1
 )⟨∂ xn
 ∂ xj
 ⟩=⟨∂ xn
 ∂ xj
 ⟩−1=
 (−1 −10 1
 )−1
 =
 (−1 −10 1
 )finalmente
 Tij =
 (1
 √2
 2√2
 2 1
 )(−1 −10 1
 )(4 21 4
 )(−1 −10 1
 )=
 (5− 1
 2
 √2 −1 + 3
 2
 √2
 52
 √2− 1 − 1
 2
 √2 + 3
 )
 7Ayuda dada una mantriz generica Aij =
 (A BC D
 ), su inversa sera
 (D
 AD−BC− B
 AD−BC
 − CAD−BC
 AAD−BC
 )
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 5. Definimos una transformacion ortogonal (una transformacion de un sistema de coordenadas ortogonalesa otro ortogonal tambien) si se cumple
 xi =∂ xi
 ∂ xkxk + ai; xi =
 ∂ xi
 ∂ xkxk + ai; donde det
 (∂ xk
 ∂ xl
 )= det
 (∂ xk
 ∂ xi
 )= ±1
 con∂ xk
 ∂ xi∂ xi
 ∂ xl=∂ xk
 ∂ xi∂ xi
 ∂ xl= δkl
 a) Muestre que las transformaciones de Galileo en 2 dimensiones(x1
 x2
 )=
 (cos θ − sen θsen θ cos θ
 )(x1
 x2
 )+
 (V 1OO
 t
 V 2OO
 t
 )son transformaciones ortogonales. Note que V 1
 OO, y V 2
 OOson las velocidades en la direccion 1 y 2,
 respectivamente, del observador O con coordenadas xi respecto al observador O con coordenadasxi,mientras t es el tiempo medido por ambos observadores.
 Solucion Una vez mas, identificando
 xi =∂ xi
 ∂ xkxk + ai ⇒
 (x1
 x2
 )=
 (∂ x1
 ∂ x2∂ x1
 ∂ x2
 ∂ x2
 ∂ x1∂ x2
 ∂ x2
 )(x1
 x2
 )+
 (a1
 a2
 )con lo cual(
 ∂ x1
 ∂ x2 = cos θ ∂ x1
 ∂ x2 = − sen θ∂ x2
 ∂ x1 = sen θ ∂ x2
 ∂ x2 = cos θ
 );
 (a1 = V 1
 OOt
 a2 = V 2OO
 t
 )con det
 (cos θ − sen θsen θ cos θ
 )= cos2 θ+
 2sen θ2 = 1
 6. Las transformaciones de Galileo nos permiten relacionar las posiciones de una partıcula respecto ados observadores los cuales se encuentran en movimiento, uno respecto al otro. Considere entonces elmovimiento de una partıcula visto desde el sistema de coordenadas xi tal que
 x = V0xt; y = V0yt− gt2
 2
 Exprese el vector velocidad ~V de esta partıcula visto del sistema de coordenadas xk
 Solucion Tendremos quex1 = x = V0xt
 x2 = y = V0yt− g t2
 2
 ⇒V 1 = Vx = dx1
 dt = V0x
 V 2 = Vy = dx2
 dt = V0x − gt
 por lo cual (V 1
 V 2
 )=
 (cos θ − sen θsen θ cos θ
 )(V 1
 V 2
 )+
 (V 1OO
 t
 V 2OO
 t
 )finalmente
 ~V = V 1 ı+ V 2 con
 V 1 = V 1 cos θ − V 2 sen θ + V 1
 OOt
 V 2 = V 1 sen θ + V 1 cos θ + V 2OO
 t
 Hernandez & Nunez Universidad Industrial de Santander 274

Page 71
						

Metodos de la Fısica Matematica (Vol 1) BORRADOR PRELIMINAR
 7. Consideremos este par de tensores provenientes de la teorıa de elasticidad
 uik =1
 2(∂k ui + ∂i uk) ≡ 1
 2
 (∂ ui∂ xk
 +∂ uk∂ xi
 );
 (uik)0
 = uik −1
 3umm δik;
 y construyamos el tensor de esfuerzos como
 pij = 2λ(uij)0
 +Kull δij
 Calcule la energıa libre para el medio elastico, definida como F = 12pijuji
 Solucion Tenemos que
 pij = 2λ(uij)0
 +Kull δij = 2λ
 (uij −
 1
 3umm δij
 )+Kull δ
 ij = 2λuij + ullδ
 ij
 (K − 2λ
 3
 )donde umm = 1
 2 (∂m um + ∂m um) = ∂m um con lo cual
 F =1
 2piju
 ji =
 1
 2
 (2λuij + ullδ
 ij
 (K − 2λ
 3
 ))uji =
 (λuiju
 ji + ullδ
 ijuji
 (1
 2K − λ
 3
 ))= λ
 (ui1u
 1i + ui2u
 2i + ui3u
 3i
 )+
 (1
 2K − λ
 3
 )(ull)2
 = λ((u1
 1u11 + u2
 1u12 + u3
 1u13
 )+(u1
 2u21 + u2
 2u22 + u3
 2u23
 )+(u1
 3u31 + u2
 3u32 + u3
 3u33
 ))+
 (1
 2K − λ
 3
 )(ull)2
 = λ((u1
 1
 )2+(u2
 2
 )2+(u3
 3
 )2+ 2
 (u1
 2u21 + u2
 3u32 + u3
 1u13
 ))+
 (1
 2K − λ
 3
 )(ull)2
 =
 (1
 2K +
 2λ
 3
 )(ull)2
 + 2λ(u1
 2u21 + u2
 3u32 + u3
 1u13
 )=
 (1
 2K +
 2λ
 3
 )(∂xux + ∂yuy + ∂zuz)
 2+ 2λ (∂xuy∂yux + ∂yuz∂zuy + ∂zux∂xuz)
 8. Considere ahora la siguiente transformacion de coordenadas
 xα = Lαβ xβ+aα; con γ =
 1√1− vkvk
 ; α, β = 0, 1, 2, 3; i, j, k = 1, 2, 3 y
 L0
 0 = γ
 Li0 = L0i = γvi
 Lij = Lji = δij + vivj(γ−1)vkvk
 las Lαβ se denomina impulso (
 topboost) de Lorentz donde las vk son las componentes tridimensionales de la velocidad relativa entrelos observadores O y O con coordenadas xα y xβ , respectivamente. La coordenada x0 representa eltiempo medido por el observador O mientras que las xj representan las coordenadas espaciales x, y, zpara el mismo observador O con i, j = 1, 2, 3 respectivamente. Notese que 0 ≤ vkvk < 1.Suponga, por facilidad, que el movimiento es en una dimension α, β = 0, 1 y i, j = 1.
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 Esto implica
 ⟨Lαβ⟩
 =
 (1√
 1−v2v√
 1−v2v√
 1−v21√
 1−v2
 )⇒(x0
 x1
 )=
 (1√
 1−v2v√
 1−v2v√
 1−v21√
 1−v2
 )(x0
 x1
 )
 ⟨Lαβ
 ⟩=
 (1√
 1−v2−v√1−v2
 −v√1−v2
 1√1−v2
 )⇒(x0
 x1
 )=
 (1√
 1−v2−v√1−v2
 −v√1−v2
 1√1−v2
 )(x0
 x1
 )a) Muestre que los tiempos se alargan cuando son medidos por observadores en movimiento
 Solucion Tenemos que ∆t = t2 − t1 = x02 − x0
 1 medido por el observador en reposo y equivalentemente∆t = t2 − t1 = x0
 2 − x01 medido por el observador en movimiento.
 ∆t = t2 − t1 = x02 − x0
 1 =(L0β x
 β2 + a0
 )−(L0β x
 β1 + a0
 )= L0
 β xβ2 − L0
 β xβ1 = L0
 β
 (xβ2 − x
 β1
 )= L0
 0
 (x0
 2 − x01
 )+ L0
 1
 (x1
 2 − x11
 )=
 (x0
 2 − x01
 )√
 1− v2=
 ∆t√1− v2
 Claramentelımv→1
 ∆t =∞
 Notese que hemos supuesto que el reloj que marca el ∆t y que esta en reposo respecto al sistemaxβ se encuentra en la misma posicion espacial x0
 2 = x01
 b) Muestre como las distancias se acortan cuando son medidas respecto a observadores en movimiento
 Solucion Igualmente la distancia entre dos puntos espaciales sera
 l = x12 − x1
 1 =(L1β x
 β2 + a1
 )−(L1β x
 β1 + a1
 )= L1
 β
 (xβ2 − x
 β1
 )= L1
 0
 (x0
 2 − x01
 )+ L1
 1
 (x1
 2 − x11
 )Si suponemos ahora que la distancia en el sistema en movimiento xβ la medimos en el mismotiempo, entonces x0
 2 = x01 con lo cual
 l = L11
 (x1
 2 − x11
 )=
 (x1
 2 − x11
 )√
 1− v2=
 l√1− v2
 ⇒ l =√
 1− v2l ⇒ lımv→1
 √1− v2l = 0
 9. La fuerza de Lorentz ~F = q(~E + ~v × ~B
 )para una partıcula con carga q que se mueve con una velocidad
 ~v en un campo electrıco ~E, y una inducion magnetica ~B. Muestre que
 ~F = q(~E + ~v × ~B
 )~E = −~∇φ− ∂ ~A
 ∂t
 ~∇× ~A = ~B
 ⇒ ~F = q
 [−~∇φ− d ~A
 dt+ ~∇
 (~A · ~v
 )]
 Solucion
 ~F = q(~E + ~v × ~B
 )= q
 (−~∇φ− ∂ ~A
 ∂t+ ~v ×
 (~∇× ~A
 ))
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 veamos
 ~v ×(~∇× ~A
 )= εjklv
 kεlmn∂mAnej = εjklεmnlvk∂mAnej =
 (δmj δ
 nk − δmk δnj
 )vk∂mAnej
 =(vk∂jAk − vk∂kAj
 )ej
 con lo cual
 F j = q
 (−∂jφ− ∂ ~A
 ∂t+ vk∂jAk − vk∂kAj
 )= q
 (−∂jφ− ∂ ~A
 ∂t− vk∂kAj + ∂j
 (vkAk
 )−Ak
 (∂jvk
 ))
 F j = q
 (−∂jφ− ∂ ~A
 ∂t− vk∂kAj + ∂j
 (vkAk
 ))= q
 [−~∇φ− d ~A
 dt+ ~∇
 (~A · ~v
 )]ya que
 dAj
 dt=∂Aj
 ∂xidxi
 dt+∂Aj
 ∂t= vi∂iA
 j +∂Aj
 ∂ty ∂jvk =
 ∂vk
 ∂xj= 0 ya que vk = vk (t)
 10. Las fuerzas de mareas corresponden a la atraccion de la luna sobre las partıculas (el agua) en lasuperficie de la tierra. ¿ cual es el potencial que corresponde a las fuerzas de marea. Recuerde que lafuerza gravitacional que produce las mareas
 ~F = GMm
 r3Mm
 ~r
 donde rMm es la distancia (fija) entre los centros Luna y Tierra, y ~r es el radio vector del centro de laLuna a la partıcula que se ve afectada
 Solucion Colocando la Tierra en el centro de coordenadas y la Luna en el eje z tendremos:
 ~F = GMm
 r3Mm
 ~r = GMm
 r3Mm
 (−xı− y+ 2zk
 )= −~∇φ ⇒
 −GMm
 r3Mm
 x = −∂φ∂x
 −GMm
 r3Mm
 y = −∂φ∂y
 GMm
 r3Mm
 2z = −∂φ∂z
 integrando nos queda
 φ = GMm
 r3Mm
 x2 + G (y, z) ⇒ −∂φ∂y
 = −∂G (y, z)
 ∂y= −GMm
 r3Mm
 y ⇒ G (y, z) = GMm
 r3Mm
 y2
 2+K (z)
 φ = GMm
 r3Mm
 x2 +GMm
 r3Mm
 y2
 2+K (z) ⇒ −∂φ
 ∂z=∂K (z)
 ∂z= G
 Mm
 r3Mm
 2z ⇒ K (z) = −GMm
 r3Mm
 z2
 11. La Ley de Ampere se puede derivar de la ecuacion de Maxwell ~∇ × ~H = ~J donde ~H es el campomagnetico y ~J la densidad de corriente. Si el campo electrico es nulo ( ~E = 0) muestre que∮
 ~H · d ~r = I
 con I la corriente neta que atraviesa la circulacion del campo magnetico.
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 Solucion ∮~H · d ~r =
 ∫∫S
 (~∇× ~H
 )· d ~S =
 ∫∫S
 ~J · d ~S = I
 12. Considere los siguientes campos de fuerzas
 a) ~F =(x2 + y2 + z2
 )n (x ı+ y + z k
 )1) Calcule en trabajo
 ∫~F · d ~r a lo largo de un arco de circunferencia unitaria, colocado en
 el plano x, y: primero girando en sentido antihorario de 0 → π y luego en sentido horario0→ −π.¿ que puede concluir del campo de fuerzas ?
 Solucion Se puede resolver de varıas maneras.a) La forma elegante es expresando el campo de fuerza ~F en coordenadas esfericas. Esto es
 ~F =(x2 + y2 + z2
 )n (x ı+ y + z k
 )≡ r2n~r ≡ r2n+1ur
 luego recordamos que d ~r siempre es tangente a la trayectoria, y en este caso la trayectoriaes una circunferencia unitaria ubicada en el plano x, y, entonces
 d ~r ∝ uφ ⇒ ~F · d ~r = 0 en todo punto
 con lo cual esta fuerza es conservativa porque
 ~F · d ~r = 0 ∀ (x, y) ⇒∮~F · d ~r = 0
 b) la otra forma es con la fuerza bruta cartesiana∫~F · d ~r =
 ∫ (x2 + y2 + z2
 )n (x ı+ y + z k
 )·(
 d x ı+ d y + d z k)
 como la trayectoria es una circunferencia unitaria ubicada en el plano x, y, entonces y =√1− x2, z = 0, con x variando entre 1 y -1 tanto el en caso de circularla en sentido
 antihorario de 0→ π y en sentido horario 0→ −π.∫~F · d ~r =
 ∫ −1
 1
 (x2 + y2
 )nx d x+
 ∫ 0
 0
 (x2 + y2
 )ny d y
 =
 ∫ −1
 1
 (x2 +
 (1− x2
 ))nx d x =
 ∫ −1
 1
 x d x = 0
 No es suficiente, pero podemos sospechar que la fuerza es conservativa, por cuanto dos circu-laciones distintas nos dieron el mismo valor de la integral.
 2) ¿Ese campo vectorial tendra un potencial ϕ (x, y, z) asociado tal que ~F = −~∇ϕ (x, y, z)?Justifique su respuesta.Si existe el potencial, encuentrelo y determine el valor del exponente n de tal forma que lafuncion potencial diverge simultaneamente en el origen y en infinito.
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 Solucion Otra vez, planteamos la ecuacion ~F = −~∇ϕ (x, y, z) en esfericas. Esto es
 ~F = r2n+1ur = −(∂ϕ (r, θ, φ)
 ∂rur +
 1
 r
 ∂ϕ (r, θ, φ)
 ∂θuθ +
 1
 r sin θ
 ∂ϕ (r, θ, φ)
 ∂φuφ
 )con lo cual tienen que cumplirse las siguientes ecuaciones
 r2n+1 =∂ϕ (r, θ, φ)
 ∂r; 0 =
 ∂ϕ (r, θ, φ)
 ∂θ; 0 =
 ∂ϕ (r, θ, φ)
 ∂φ
 Las dos ultimas ecuaciones, validas para r 6= 0, implican que ϕ no depende ni de θ, ni deφ. La primera puede ser integrada y nos queda como
 r2n+1 =dϕ (r)
 dr⇒∫r2n+1d r = ϕ (r) ⇒ ϕ (r) =
 −r2n+2
 2n+ 2+ C
 resultado que claramente diverge para n = −1, tanto cuando r → 0 como cuando r →∞Obviamente, valı a tambien hacerlo en cartesianas
 ~F =(x2 + y2 + z2
 )n (x ı+ y + z k
 )= −
 (∂ϕ (x, y, z)
 ∂xı+
 ∂ϕ (x, y, z)
 ∂y+
 ∂ϕ (x, y, z)
 ∂zk
 )con lo cual (
 x2 + y2 + z2)nx = −∂ϕ (x, y, z)
 ∂x(5.1)
 (x2 + y2 + z2
 )ny = −∂ϕ (x, y, z)
 ∂y(5.2)
 (x2 + y2 + z2
 )nz = −∂ϕ (x, y, z)
 ∂z(5.3)
 Integrando la primera de esas ecuaciones(x2 + y2 + z2
 )nx = −∂ϕ (x, y, z)
 ∂x⇓
 ϕ (x, y, z) = −∫ (
 x2 + y2 + z2)nx d x = −1
 2
 (x2 + y2 + z2
 )n+1
 n+ 1+ C (y, z)
 Donde C (y, z) es una funcion que tendremos que ir descubriendo poco a poco. Ahora bien,sustituyendo esa forma de ϕ (x, y, z) en la ecuacion (5.2), tendremos que
 (x2 + y2 + z2
 )ny = −
 ∂
 (− 1
 2
 (x2+y2+z2)n+1
 n+1 + C (y, z)
 )∂y
 =(x2 + y2 + z2
 )ny − ∂C (y, z)
 ∂y
 con lo cual concluimos que C es independiente de y
 0 =∂ (C (y, z))
 ∂y⇒ C = C (z) ⇒ ϕ (x, y, z) = −1
 2
 (x2 + y2 + z2
 )n+1
 n+ 1+ C (z)
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 y ahora sustituyo esta nueva forma de la funcion ϕ (x, y, z) en la ecuacion (5.3)
 (x2 + y2 + z2
 )nz = −
 ∂
 (− 1
 2
 (x2+y2+z2)n+1
 n+1 + C (z)
 )∂z
 =(x2 + y2 + z2
 )nz − ∂C (z)
 ∂z
 entonces C tambien es independiente de z. Finalmente se determina que
 ϕ (x, y, z) = −1
 2
 (x2 + y2 + z2
 )n+1
 n+ 1
 obviamente es el mismo resultado cuando recordamos que r2 = x2 + y2 + z2 y tiene el mismocomportamiento para n = −1.
 b) ~F = 2A cos θr3 ur+A sen θ
 r3 uθ con A = const y ur, uθ vectores unitarios base en coordenadas esfericas
 1) Calcule el rotor ~∇× ~F
 Solucion El rotor en coordenadas esfericas viene dado por
 ~∇× ~F =1
 r2 sin θ
 ∣∣∣∣∣∣ur r uθ r sin θ uφ∂∂r
 ∂∂θ
 ∂∂φ
 2A cos θr3 r A sen θ
 r3 0
 ∣∣∣∣∣∣=
 1
 ruφ
 (∂(A sin θr2
 )∂r
 −∂(
 2A cos θr3
 )∂θ
 )= 0
 2) Calcule en trabajo∮~F · d ~r a lo largo de una circunferencia unitaria en el plano θ = π
 2 ¿que puede concluir del campo de fuerzas ?
 Solucion Por el teorema de Stokes el trabajo en un circuito cerrado se anula∮~F · d ~r =
 ∫∫~∇× ~F · d ~S = 0
 Se pueda ademas concluir que la fuerza es conservativa.
 3) ¿Ese campo vectorial tendra un potencial asociado tal que ~F = −~∇ϕ? Justifique su respuestay de ser posible, encuentre la expresion para ese potencial.
 Solucion Una vez mas
 2A cos θ
 r3ur +
 A sen θ
 r3uθ = −
 (∂ϕ (r, θ, φ)
 ∂rur +
 1
 r
 ∂ϕ (r, θ, φ)
 ∂θuθ +
 1
 r sin θ
 ∂ϕ (r, θ, φ)
 ∂ϕuφ
 )con lo cual, tambien una vez mas
 2A cos θ
 r3= −∂ϕ (r, θ, φ)
 ∂r
 A sen θ
 r3= −1
 r
 ∂ϕ (r, θ, φ)
 ∂θ
 0 =∂ϕ (r, θ, φ)
 ∂φ
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 La ultima ecuacion indica que ϕ no depende de φ. Ahora bien integrando la primera de estasecuaciones, tendremos
 2A cos θ
 r3= −∂ϕ (r, θ, φ)
 ∂r⇒ ϕ (r, θ) = −
 ∫2A cos θ
 r3d r + C (θ) = A
 cos θ
 r2+ C (θ)
 al sustituir la forma del potencial en la tercera ecuacion tendremos
 A sin θ
 r2= −
 ∂(A cos θ
 r2 + C (θ))
 ∂θ⇒ ∂C (θ)
 ∂θ= 0
 De esta forma
 ϕ (r, θ) = Acos θ
 r2
 c) ~F = 1r2 ur Encuentre algun posible campo vectorial ~A tal que ~∇× ~A = ~F .
 Solucion Otra vez
 ~∇× ~A =1
 r2 sin θ
 ∣∣∣∣∣∣ur r uθ r sin θ uφ∂∂r
 ∂∂θ
 ∂∂φ
 Ar (r, θ, φ) r Aθ (r, θ, φ) r sin θ Aφ (r, θ, φ)
 ∣∣∣∣∣∣ = − 1
 r2ur
 con lo cual
 1
 r2=
 1
 r2 sin θ
 (∂ (r sin θ Aφ (r, θ, φ))
 ∂θ− ∂ (r Aθ (r, θ, φ))
 ∂φ
 )
 0 =
 (∂ (r sin θ Aφ (r, θ))
 ∂r− ∂Ar (r, θ, φ)
 ∂φ
 )
 0 =
 (∂ (r Aθ (r, θ, φ))
 ∂r− ∂Ar (r, θ, φ)
 ∂θ
 )Ahora hay que hacer algun tipo de suposicion para que podamos encontrar, facilmente algunpotencial vectorial. Supongamos pues que
 Ar (r, θ, φ) = cte
 Aφ (r, θ, φ)
 Aθ (r, θ, φ) = 0
 ⇒
 sin θ =∂ (r sin θ Aφ (r, θ, φ))
 ∂θ
 0 =∂Ar (r, θ, φ)
 ∂φ
 0 = Aθ (r, θ, φ) + r∂ Aθ (r, θ, φ)
 ∂r− ∂Ar (r, θ, φ)
 ∂θ
 Integrando la primera obtendremos
 sin θ =∂ (r sin θ Aφ (r, θ, φ))
 ∂θ⇒ Aφ (r, θ, φ) =
 − cos θ
 r sin θ+ C1 (r, θ)
 de la segunda concluimos que Ar = Ar (r, θ) es decir, Ar es independiente de φ. Finalmente dela tercera ecuacion concluimos que podemos hacer adicionalmente Ar = Ar (r) y C1 (r, θ) = 0.Resumiendo
 ~F = − 1
 r2ur ∧ ~∇× ~A = ~F ⇒ ~A = Ar (r) ur +
 − cos θ
 r sin θuφ
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 d) ~F =(x2 ı+ y2 + z2 k
 )y evalue las siguientes integrales
 1)∮~F · d ~r a lo largo de una circunferencia unitaria
 Solucion Por el Teorema de Stokes ∮c
 ~F · d ~r =
 ∫∫S
 (~∇× ~F
 )· d ~S
 con lo cual
 ~∇× ~F =
 ∣∣∣∣∣∣ı k∂∂x
 ∂∂y
 ∂∂z
 x2 y2 z2
 ∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒∮c
 ~F · d ~r = 0
 2)∮ ∮
 ~F · d ~S a lo largo de una esfera unitaria
 Solucion Por el Teorema de la divergencia∮ ∮~F · d ~S =
 ∫∫∫v
 (~∇ · ~F
 )dV
 por consiguiente∫∫∫V
 (~∇ · ~F
 )dV =
 ∫∫∫V
 (ı∂
 ∂x+
 ∂
 ∂y+ k
 ∂
 ∂z
 )·(x2 ı+ y2 + z2 k
 )dx dy dz
 =
 ∫∫∫V
 (2x+ 2y + 2z) dx dy dz
 si ahora transformamos a coordenadas esfericas tendremos que
 x = r sin θ cosϕ; y = r sin θ sinϕ; z = r cos θ; con dV = r2 sin θdr dθ dϕ
 con lo cual∫∫∫V
 (2x+ 2y + 2z) dx dy dz =
 ∫∫∫V
 (2r sin θ cosϕ+ 2r sin θ sinϕ+ 2r cos θ) r2 sin θdr dθ dϕ
 ∫∫∫V
 (~∇ · ~F
 )dV = −1
 4π
 13. En coordenadas cilındricas un vector tiene por componentes (0, sinϕ, z).Calcular:
 a) La divergencia en coordenadas esfericas
 Solucion Una vez mas(x1, x2, x3
 ) (r, θ, ϕ) y
 (x1, x2, x3
 ) (ρ, ϕ, z)
 a1 =∂ x1 (xm)
 ∂ xkak; a2 =
 ∂ x2 (xm)
 ∂ xkak; a3 =
 ∂ x3 (xm)
 ∂ xkak
 donde x1, con
 r =√z2 + ρ2; θ = arctan
 (ρz
 )ϕ = ϕ
 ρ = r sin θ ϕ = ϕ z = r cos θ
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 con lo cual
 a1 =∂ x1 (xm)
 ∂ xkak =
 ∂√z2 + ρ2
 ∂ zz =
 z2√(z2 + ρ2)
 =(r cos θ)
 2√(r cos θ)
 2+ (r sin θ)
 2= r cos2 θ
 a2 =∂ arctan
 (ρz
 )∂ z
 z =:−ρz
 z2 + ρ2=−r2 sin (θ) cos (θ)
 (r cos θ)2
 + (r sin θ)2 = − sin θ cos θ
 a2 = sinϕ
 de modo que el campo vectorial, en esfericas
 (0, sinϕ, z) (r cos2 θ,− sin θ cos θ, sinϕ
 )y la divergencia
 ~∇ · ~A =1
 r2 sin θ
 (∂((r2 sin θ
 )r cos2 θ
 )∂r
 +∂ ((r sin θ) (− sin θ cos θ))
 ∂θ+∂ ((r) (sinϕ))
 ∂ϕ
 )
 ~∇ · ~A =3r sin θ cos2 θ − 3 sin θ cos2 θ + sin θ + cosϕ
 r sin θ
 b) El rotor en coordenadas cartesianas
 Solucion Ahora(x1, x2, x3
 ) (x, y, z) y
 (x1, x2, x3
 ) (ρ, ϕ, z) con
 x = ρ cosϕ; y = ρ sinϕ z = z
 ρ =√x2 + y2 ϕ = arctan
 (yx
 )z = z
 de allı se sigue si las componentes de en cilındricas ~A (0, sinϕ, z)
 ax =∂ (ρ cosϕ)
 ∂ ϕsinϕ = −ρ
 (1 + cos2 ϕ
 )= −
 √x2 + y2
 (1 + cos2
 (arctan
 (yx
 )))= −
 (2x2 + y2
 )√(x2 + y2)
 ay =∂ρ sinϕ
 ∂ ϕsinϕ = ρ cosϕ sinϕ =
 √x2 + y2 cos
 (arctan
 (yx
 ))sin(
 arctan(yx
 ))=
 xy√(x2 + y2)
 az = z
 y el rotor
 ~∇× ~A = ı
 (∂az∂y− ∂ay
 ∂z
 )+
 (∂ax∂z− ∂az
 ∂x
 )+ k
 (∂ay∂x− ∂ax
 ∂y
 )
 ~∇× ~A = k
 ∂(
 xy√(x2+y2)
 )∂x
 −∂
 (− (2x2+y2)√
 (x2+y2)
 )∂y
 =2y3k(√
 (x2 + y2))3
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 14. Muestre la relacion∆~a ≡
 (~∇ · ~∇
 )~a = ~∇
 (~∇ · ~a
 )− ~∇×
 (~∇× ~a
 )y a partir de ella encuentre las componentes del Laplaciano ∆~a en coordenadas cilındricas
 Solucion En coordenadas cartesianas tendremos que(~∇ · ~∇
 )~a = ∂i
 (∂jaj
 )|ei〉 − εijk
 [∂j(εklm∂
 lam)]|ei〉 =
 [∂i(∂jaj
 )−(δilδ
 jm − δ
 jl δim
 )∂j(∂lam
 )]|ei〉
 (~∇ · ~∇
 )~a ==
 [∂i(∂jaj
 )− ∂j
 (∂iaj
 )+ ∂j
 (∂jai
 )]|ei〉 =
 [∂j∂
 jai]|ei〉
 Para encontrar la expresion del Laplaciano de un vector en coordenadas cilındricas tenemos que
 ∆~a = ∆ax ı+ ∆ay + ∆azk = ∆ax (cosϕ |er〉 − sinϕ |eϕ〉) + ∆ay (sinϕ |er〉+ cosϕ |eϕ〉) + ∆az |ez〉
 ∆~a = (∆ax cosϕ+ ∆ay sinϕ) |er〉+ (∆ay cosϕ−∆ax sinϕ) |eϕ〉+ ∆az |ez〉
 ya queı = cosϕ |er〉 − sinϕ |eϕ〉 = sinϕ |er〉+ cosϕ |eϕ〉 k = |ez〉
 x = r cosϕ y = r senϕ z = z
 Notese que
 ∆ax = ∂j∂jax =
 ∂2ax∂x2
 +∂2ax∂y2
 +∂2ax∂z2
 ∆ay = ∂j∂jay =
 ∂2ay∂x2
 +∂2ay∂y2
 +∂2ay∂z2
 ∆az = ∂j∂jaz =
 ∂2az∂x2
 +∂2az∂y2
 +∂2az∂z2
 son las componentes cartesianas
 15. Muestre que~∇(~a ·~b
 )=(~a · ~∇
 )~b+
 (~b · ~∇
 )~a+ ~a×
 (~∇×~b
 )+~b×
 (~∇× ~a
 )Solucion: El resultado es un gradiente porque
 (~a ·~b
 )es una funcion escalar. El lado izquierdo de la expresion
 sera (~∇(~a ·~b
 ))i= ∂i
 (~a ·~b
 )= ∂i
 (ajb
 j)
 =(∂iaj
 )bj +
 (∂ibj
 )aj
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 mientras que el lado derecho(~∇(~a ·~b
 ))i=(aj∂
 j)bi +
 (bj∂
 j)ai + εijkaj
 (~∇×~b
 )k
 + εijkbj
 (~∇× ~a
 )k
 =(aj∂
 j)bi +
 (bj∂
 j)ai + εijkajεkmn∂
 mbn + εijkbjεkmn∂man
 =(aj∂
 j)bi +
 (bj∂
 j)ai + εijkεmnkaj∂
 mbn + εijkεmnkbj∂man
 =(aj∂
 j)bi +
 (bj∂
 j)ai +
 (δimδ
 jn − δjmδin
 )aj∂
 mbn+
 +(δimδ
 jn − δjmδin
 )bj∂
 man
 = aj∂jbi + bj∂
 jai + δimδjnaj∂
 mbn − δjmδinaj∂mbn+
 + δimδjnbj∂
 man − δjmδinbj∂man
 = aj∂jbi + bj∂
 jai + an∂ibn − am∂mbi + bn∂
 ian − bm∂mai
 = aj∂jbi − am∂mbi︸ ︷︷ ︸
 =0
 + bj∂jai − bm∂mai︸ ︷︷ ︸
 =0
 + an∂ibn + bn∂
 ian
 = an∂ibn + bn∂
 ian = ∂i(ajb
 j)
 = ∂i(~a ·~b
 )16. Dado el siguiente campo vectorial ~A = 4xy ı− y2 + z k
 a) Encuentre el flujo del campo a traves de un cubo unitariox = 0, x = 1, y = 0, y = 1, z = 0, z = 1,
 Solucion: Tenemos que el flujo del campo Vectorial es∫S
 ~A · d~S =
 ∫ (~∇ · ~A
 )dV =
 ∫(2y + 1) dV =
 ∫ 1
 0
 dx
 ∫ 1
 0
 dz
 ∫ 1
 0
 (2y + 1) dy = 2
 b) Encuentre el flujo del rotor de ese campo a traves de una semi esferax2 + y2 + z2 = 16 con z ≥ 0
 Solucion: El flujo del rotor sera∫S
 (~∇× ~A
 )· d~S =
 ∮~A · d~r =
 ∮ (4xy ı− y2 + z k
 )· (dx ı + dy ) =
 ∫4xy dx−
 ∫y2dy
 como el circuito sera una circunsferencia de radio r = 4 en el plano z = 0 entonces al pasar apolares nos queda
 x = 4 cos(θ) ⇒ dx = −4 sen(θ) dθ y = 4 sen(θ) ⇒ dy = 4 cos(θ) dθ
 con lo cual ∮~A · d~r = −5
 ∫ 2π
 0
 42 cos θ sen2θdθ = 0
 c) Considere ahora un cilindro x2 + y2 = 16 con −1 ≤ z ≤ 1
 1) Encuentre el flujo del campo a traves de esa superficie
 Solucion: Como siempre, para encontrar el flujo del campo podemos hacerlo directamente∫S~A · d~S, o
 a traves de su divergencia,∫ (
 ~∇ · ~A)
 dV ,
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 El flujo de este campo a traves de la superficie que encierra el cilindro serıa∫S
 ~A · d~S =
 ∫S+
 ~A · d~S +
 ∫Sc
 ~A · d~S +
 ∫S−
 ~A · d~S
 Con d~S± las dos tapas del cilindro (z = 1 y x = −1), mientras que d~Sc representa lasuperficie del cilindro. Una forma de resolverlo serıa, se transforma el campo a cilındricas, yaque d~S = dSc ur + dS± uz Esto es:
 ~A = 4(4 cos θ)(4 sen θ)(cos θ ur − sen θ uθ) + (4 sen θ)2(sen θ ur + cos θ uθ) + z k
 y acomodando~A = 16sen θ (cos 2θ ur − sen 2θ uθ) + z k
 Entonces, el flujo en las “tapas” es∫S+
 ~A · d~S =
 ∫S−
 ~A · d~S = 16π
 mientras que en las superficie cilındrica sera:∫Sc
 ~A · d~S =
 ∫Sd
 4dθ dz (16sen θ cos 2θ) = 64
 ∫ 1
 −1
 dz
 ∫ 2π
 0
 dθ (sen θ cos 2θ) = 0
 Finalmente∫S~A · d~S = 32π
 Hubiera sido inmediato si hubieramos utilizado el teorema de la divergencia y reutilizado losresultados del volumen anterior. Ası∫ (
 ~∇ · ~A)
 dV =
 ∫(2y + 1) dV =
 ∫(2 (ρ sen θ) + 1) ρdθ dρ dz
 con y = ρ sen θ y el diferencial de volumen dV = ρdθ dρ dz.Entonces, finalmente,∫ (
 ~∇ · ~A)
 dV =
 ∫ 1
 −1
 dz
 ∫ 4
 0
 dρ 2ρ2
 ∫ 2π
 0
 dθ sen θ +
 ∫ 1
 −1
 dz
 ∫ 4
 0
 dρ 2ρ2
 ∫ 2π
 0
 dθ
 para que, otra vez,∫S~A · d~S = 32π, porque el primer termino de la suma se anula
 2) Encuentre el flujo del rotor de ese campo para el caso z ≥ 0
 Solucion: El flujo del rotor sera exactamente el mismo que en caso de las semiesfera. Esto es∫S
 (~∇× ~A
 )· d~S =
 ∮~A · d~r = 0
 d) Encuentre alguna de las componentes longitudinales y transversales del campo
 Solucion: Todo campo vectorial, ~A, se puede separar en una componente longitudinal, ~Al, y otra transversal,~At. Esto es:
 ~A = ~Al + ~At con
 ~∇× ~Al = 0
 ~∇ · ~At = 0
 ⇒
 ~∇× ~Al = 0
 ~∇ · ~Al = ~∇ · ~A = 2y + 1
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 con lo cual tenemos(∂yA
 lz − ∂zAly
 )= 0
 (∂zA
 lx − ∂xAlz
 )= 0
 (∂xA
 ly − ∂yAlx
 )= 0
 y∂xA
 lx + ∂yA
 ly + ∂zA
 lz = 2y + 1
 Para empezar a acotar la solucion, supongamos que Alz = Alz(x, y, z) = 0
 ∂zAly = 0 y ∂zA
 lx = 0 ⇒ Alx = Alx(x, y) y Aly = Aly(x, y)(
 ∂xAly − ∂yAlx
 )= 0 y ∂xA
 lx + ∂yA
 ly = 2y + 1
 Otro par de suposiciones salvadoras son:Alx = Alx(x, y) = f(x) y Aly = Aly(x, y) = g(x). Estas nos garantizan que se cumple la ecuacion(∂xA
 ly − ∂yAlx
 )= 0. Es claro entonces que podemos encontrar una solucion de la forma Alx =
 f(x) = x y Aly = g(y) = y2, que satisfaga ∂xAlx + ∂yA
 ly = 2y + 1. Con lo cual
 ~Al = x ı + y2 ⇒ ~At = ~A− ~Al = x(4y − 1) ı− 2y2 + z k
 Claramente, las suposiciones
 Alz = Alz(x, y, z) = 0, Alx = Alx(x, y) = f(x) y Aly = Aly(x, y) = g(x)
 son arbitrarias y otras suposiciones pueden ser hechas y, tendremos resultados distintos
 e) Encuentre los potenciales escalar y vectorial asociados con este campo vectorial ~A, a traves de las
 componentes longitudinal, ~Al, y transversal, ~At
 Solucion: El potencial escalar, φ = φ(x, y, z), esta asociado a la componente longitudinal, ~Al, del campo.Esto es
 ~∇× ~Al = 0 ⇒ ~Al = −~∇φ ⇒
 x = −∂xφ(x, y, z) ⇒ φ(x, y, z) = −x2 + χ(y, z)
 y2 = −∂yφ(x, y, z) ⇒ y2 = −∂yχ(y, z)
 Con lo cual
 φ(x, y, z) =x
 2+y3
 3+ ϕ(z)
 El potencial vectorial para un campo vectorial, ~Ψ = ~Ψ(x, y, z), esta asociado a la componente
 transversa, ~At, del campo. Esto es
 ~∇ · ~At = 0 ⇒ ~At = ~∇× ~Ψ ⇒
 x(4y − 1) = ∂yΨz − ∂zΨy
 −2y2 = ∂zΨx − ∂xΨz
 z = ∂xΨy − ∂yΨx
 Una vez mas, y de forma arbitraria, suponemos Ψz = 0. Entoces las ecuaciones anteriores seconvierten en
 x(4y − 1) = −∂zΨy; −2y2 = ∂zΨx; y z = ∂xΨy − ∂yΨx
 con lo cualx(4y − 1) = −∂zΨy ⇒ Ψy = −x(4y − 1)z + f(x, y)
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 −2y2 = ∂zΨx ⇒ Ψx = −2y2z + g(x, y)
 y con estos resultados debemos satisfacer
 z = ∂xΨy − ∂yΨx ⇒ z = −(4y − 1)z + ∂xf(x, y) + 4yz − ∂yg(x, y)
 con lo cual es inmediato que una posible solucion surge de f(x, y) = g(x, y) = 0, para quefinalmente el potencial vectorial lo podamos expresar como
 ~Ψ = −x(4y − 1)z ı− 2y2z
 17. Muestre que
 Si un campo de velocidades es potencial, el campo de aceleraciones tambien lo sera. Esto es
 Si ~v(~r(t), t) = ~∇ϕ entonces ~a(~r(t), t) = ~∇Φ
 con
 ~a(~r(t), t) =d ~v(~r(t), t)
 d t=∂~v(~r(t), t)
 ∂t+(~v(~r(t), t) · ~∇
 )~v(~r(t), t)
 Quiza le pueda ser util el resultado del primer problema de este examen
 Solucion: Adaptando la relacion vectorial del primer problema obtenemos
 ~∇ (~v · ~v) =(~v · ~∇
 )~v +
 (~v · ~∇
 )~v + ~v ×
 (~∇× ~v
 )+ ~v ×
 (~∇× ~v
 )⇒ ~∇
 (v2)
 = 2(~v · ~∇
 )~v
 con lo cual
 ~a =∂
 ∂t~∇ϕ+
 1
 2~∇((
 ~∇ϕ)2)
 = ~∇(∂ϕ
 ∂t+
 1
 2
 (~∇ϕ)2)
 ⇒ ~a = ~∇Φ
 Encuentre la forma del potencial del campo de aceleraciones en terminos del campo de velocidadesy su potencial
 Solucion: Arriba notamos claramente que
 Φ =
 (∂ϕ
 ∂t+
 1
 2v2
 )≡(∂ϕ
 ∂t+
 1
 2
 (~∇ϕ)2)
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 5.14. Algunos problemas propuestos
 1. Muestre que
 a) Considerando ~∇ =ı∂()∂x +∂()
 ∂y +k∂()∂z
 1) ~∇(~∇ϕ (x, y, z)× ~∇φ (x, y, z)
 )= 0
 2) ~∇×(ϕ (x, y, z) ~∇ϕ (x, y, z)
 )= 0
 b) Six = r sen θ cosφ y = r sen θ senφ x = r cos θ
 y
 ~∇ = ı∂ ()∂x
 + ∂ ()∂y
 + k∂ ()∂z
 Encuentre, en este nuevo sistema de coordenadas (r, θ, φ) , las expresiones para ~∇f ; ∆ = ~∇ · ~∇fy ~∇× ~v
 2. En coordenadas cilındricas un vector tiene por componentes (0, sen θ, z).Calcular
 a) La divergencia en coordenadas esfericas
 b) El rotor en coordenadas cartesianas
 3. Muestre que se cumple la siguiente la relacion
 ∆~a ≡(~∇ · ~∇
 )~a = ~∇
 (~∇ · ~a
 )− ~∇×
 (~∇× ~a
 )y a partir de ella encuentre las componentes del laplaciano ∆~a en coordenadas cilındricas
 4. Encuentre el vector normal a la superficie
 z =√x2 + y2 + 3
 √x2 + y2
 en un punto cualquiera (x, y, z) 6= (0, 0, 0) , luego encuentre la expresion para el angulo que forma estevector con el eje. Encuentre el lımite al cual tiende este angulo cuando (x, y, z)→ (0, 0, 0).
 5. La ecuacion de equilibrio hidrostatico para una esferica es
 ~∇P (r) + ρ (r) ~∇ϕ (r) = 0
 donde P (r) es la presion, ρ (r) la densidad y ϕ (r) el potencial gravitacional. Muestre que las normalesa las superficies isobaras y las normales a las superficies equipotenciales, son paralelas.
 6. Dado ~r = x ı+ y + z k con ‖~r‖ = r = cte, f (r) un campo escalar bien comportado y ~a y ~c vectoresconstantes, muestre que
 a) ~∇r = ur ≡ ~rr ; ~∇ (~a · ~rf (r)) = ~af (r) + (~a · ~r) f ′ (r) ur
 b) ~∇ · (~rf (r)) = 3f (r) + rf ′ (r) ; ~∇ · ((~a · ~r)~r) = 4 (~a · ~r)~∇ · ((~a · ~r)~c) = ~∇ · ((~c · ~r)~a) = (~a · ~c) ; ~∇ · ((~r × ~a)× ~c) = −2 (~a · ~c)
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 c) Encuentre los enteros n tales que ~∇ · (rn~r) = 0
 d) ~∇× ~r = ~∇× (f (r)~r) = 0; ~∇× (~c× ~r) = 2~c; ~∇× (~c (~a · ~r)) = ~a× ~c~∇× ((~c× ~r)~a) = ~a× ~c
 e)(~r × ~∇
 )·(~r × ~∇
 )f (r) = r2∆f (r)− r2 ∂
 2f(r)∂r2 − 2r ∂f(r)
 ∂r con ∆f (r) ≡(~∇ · ~∇
 )f (r)
 7. Encuentre la expresion para la divergencia y el rotor de la velocidad ~v y la aceleracion ~a de un cuerporıgido alrededor de un punto (x, y, z)
 ~v = ~ω × ~r ~a = ~ε× ~r + ~ω × (~ω × ~r)
 donde ~ω es la velocidad angular y ~ε es un vector constante.
 8. Pruebe que el campo de velocidades ~v (~r) de un disco que rota alrededor de su centro con una velocidad
 angular ~ω cumple con la relacion ~∇× ~v = 2~ω
 9. Encuentre la circulacion alrededor de una circunferencia de radio unidad centrada en el origen para lossiguientes campos.
 a) ~a = 12 (−y ı+ x )
 b) ~a = (xy + 1) ı+(
 12x
 2 + x+ 2)
 10. Encuentre el rotor y el flujo para el campo vectorial
 ~a =(x2 + y − 4
 )ı+ 3xy+
 (2xz + z2
 )k
 a traves del hemisferio x2 + y2 + z2 = 16 con z > 0
 11. Muestre la relacion∆~a ≡
 (~∇ · ~∇
 )~a = ~∇
 (~∇ · ~a
 )− ~∇×
 (~∇× ~a
 )y a partir de ella encuentre las componentes del Laplaciano ∆~a en coordenadas cilındricas
 12. Muesre que el vector, ~A (~r) , solucion a la ecuacion
 ~∇×(~∇× ~A
 )− k2 ~A = 0 ⇒
 (~∇+ k2
 )~A = 0
 con la condicion solenoidal ~∇ · ~A = 0. La ecuacion(~∇+ k2
 )~A = 0 se conoce como la ecuacion de
 Helmholtz.
 13. Dado un campo de fuerzas~F = rn ~r. Verifique si existe una funcion escalar ϕ (x, y, z) tal que ~F =
 −~∇ϕ (x, y, z) . En el caso de que sea posible, encuentre esa funcion ϕ (x, y, z) .
 14. En mecanica clasica la cantidad de movimiento viene definida como ~L = ~r× ~p. Para pasar a mecanicacuantica se asocia ~r y ~p con los operadores posicion y cantidad de movimiento los cuales, al operarsobre la funcion de onda nos proveen
 〈r|X |ψ〉 = x 〈r |ψ〉 = x ψ (~r) 〈r|Px |ψ〉 =
 (−i~ ∂
 ∂x
 )〈r |ψ〉 = −i~ ∂
 ∂xψ (~r)
 〈r|Y |ψ〉 = y 〈r |ψ〉 = y ψ (~r) 〈r|Py |ψ〉 =
 (−i~ ∂
 ∂y
 )〈r |ψ〉 = −i~ ∂
 ∂yψ (~r)
 〈r|Z |ψ〉 = z 〈r |ψ〉 = z ψ (~r) 〈r|Pz |ψ〉 =
 (−i~ ∂
 ∂z
 )〈r |ψ〉 = −i~ ∂
 ∂zψ (~r)
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 En definitiva, en coordenadas cartesianas en la representacion de coordenadas |r〉 tendremos que
 〈r|R |ψ〉 = ~r ψ (~r) y 〈r|Px |ψ〉 = −i~ ~∇ ψ (~r)
 a) Muestre que en Mecanica cuantica las componentes cartesianas del operador cantidad de movi-miento angular son
 〈r|Lx |ψ〉 = −i~(y∂
 ∂z− z ∂
 ∂y
 )ψ (~r) ; 〈r|Ly |ψ〉 = −i~
 (z∂
 ∂x− x ∂
 ∂z
 )ψ (~r)
 〈r|Lz |ψ〉 = −i~(x∂
 ∂y− y ∂
 ∂x
 )ψ (~r)
 b) Utilizando las definiciones anteriores muestre que el conmutador de las componentes cartesianasde la cantindad de movimiento angular cumple con
 [Lx,Ly] = i~Lz y en general εijkLiLj = i~Li ⇒ L× L =iL
 con L1 = L1 = Lx; L2 = L2 = Ly; L3 = L3 = Lz y L = Lx ı+ Ly + Lzk
 c) Dados dos Operadores Vectoriales A y B que conmtan entre ellos y con L tales que[A, B
 ]=[A, L
 ]=[L, B
 ]= 0
 demuestre entonces que [A · L, B · L
 ]= i(A× B
 )· L
 15. El campo magnetico generado por una corriente I es
 ~B =µ0I
 2π
 (−y
 x2 + y2ı+
 x
 x2 + y2
 )Encuentre un vector potencial magnetico, ~A, tal que ~∇× ~A = ~B
 16. Si un campo vectorial tiene la forma ~B = ~∇φ× ~∇ϕ, entonces ~B es solenoidal y su potencial vectorial
 es: ~A = 12
 (φ~∇ϕ− ϕ~∇φ
 ).
 17. Dados, el potencial vectorial, ~A (~r) , del momento magnetico dipolar, ~m, y la fuerza ~F = ~∇×(~B × ~m
 )que registra un momento magnetico dipolar, ~m, sometido a un campo magnetico externo, ~B, muestreque la fuerza ejercida por un dipolo magnetico sobre otro viene dada por
 ~A~m (~r) =( µ0
 4πr3
 )~m× ~r
 ~F~m (~r) = ~∇×(~B × ~m
 )⇒ ~Fm1→m2 =
 µ0
 4π~∇(
 2m1r m2r −m1ϕ m2ϕ −m1z m2z
 r3
 )
 con ~m = mrur +mϕuϕ +mzuz
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 18. Desarrolle el Teorema de Gauss para el caso bidimensional. Esto es, suponga una lınea de carga orien-tada en la direccion del eje z genera un potencial
 ϕ (ρ) = −q ln ρ
 2πε0; ~E = −~∇ϕ con ρ =
 √x2 + y2
 19. Pruebe la generalizacion del Teorema de Green∫∫∫V
 ζ (~r)Lξ (~r)− ξ (~r)Lζ (~r)d V = p (~r)
 ∫∫s
 ζ (~r) ∇ξ (~r)− ξ (~r) ∇ζ (~r)
 · d ~S
 donde L es el operador autoadjunto definido por L = ~∇ ·(p (~r) ~∇
 )+ q (~r)
 20. Considere una esfera de radio r = a y carga Q.Grafique su potencial electrostatico para 0 < r <∞.
 21. Considere una esfera de densidad uniforme, ρ0, radio r = a, y masa M.
 a) Muestre que la fuerza gravitacional por unidad de masa es ~F = −(
 4πGρ03r
 )ur para 0 < r ≤ a
 b) Encuentre el potencial gravitacional asociado a esta fuerza
 c) Imagine un tunel que atravieza la esfera pasado por su centro. Encentre la ecuacion de movimientoy la expresion del perıodo para una partıcula de masa m, que se deja caer por ese tunel.
 22. Dado un vector potencial magnetico, ~A, tal que ~∇× ~A = ~B muestre que∫∫s
 ~B · d ~S =
 ∮~A · d ~r es invariante de calibre: ~A (~r)→ ~A (~r) + ~∇χ (~r)
 23. La fuerza de Lorentz para una partıcula con carga q que se mueve con una velocidad ~v en un campo
 electrıco ~E y magnetico ~B es ~F = q(~E + ~v × ~B
 ). Muestre que
 ~F = q(~E + ~v × ~B
 )~E = −~∇φ− ∂ ~A
 ∂t
 ~∇× ~A = ~B
 ⇒ ~F =
 [−~∇φ− d ~A
 dt+ ~∇
 (~A · ~v
 )]
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