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Definição 1 (Integral de Superfície de Campos Escalares)
 Considere uma superfície suave S descrita por
 r(u, v) = X(u, v)i + Y(u, v)j + Z(u, v)k, (u, v) ∈ T .
 A integral de superfície de uma função f de três variáveis definida elimitada em S é"
 r(T)fdS ≡
 "S
 f(x, y, z)dS =
 "T
 f(r(u, v))‖ru × rv‖dudv ,
 se a integral dupla da direita existir.
 Note que a área da superfície é obtida tomando f(x, y, z) = 1, ou seja,
 A(S) =
 "T‖ru × rv‖dA =
 "S
 1dS.
 Marcos Eduardo Valle MA211 – Cálculo II (Cursão) 2 / 19

Page 3
						

Uma superfície S dada na forma explícita por z = g(x, y) pode serescrita como
 r(x, y) = xi + yj + g(x, y)k.
 Desse modo,rx = i + gxk e ry = j + gyk.
 Logo, a integral de superfície de um campo escalar f sobre S é"S
 f(x, y, z)dS =
 "S
 f(x, y, g(x, y))√
 1 + g2x + g2
 y dA .
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Aplicações de Integrais de Superfície
 Se uma folha de alumínio tiver a forma de uma superfície S e se adensidade em (x, y, z) for ρ(x, y, z), então a massa total da folha será
 m =
 "Sρ(x, y, z)dS.
 O centro de massa será o ponto (x, y, z) tal que
 x =1m
 "S
 xρ(x, y, z)dS, y =1m
 "S
 yρ(x, y, z)dS
 ez =
 1m
 "S
 zρ(x, y, z)dS.
 O momento de inércia IL também pode ser definido de formasemelhante.
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Exemplo 2
 Sabendo que o centro de massa da casca de um hemisfério de raioa > 0 e densidade uniforme ρ(x, y, z) = c tem coordenadas (0, 0, z),determine z.
 Dica: Lembre-se que a esfera de raio a é descrita por
 r(φ, θ) = a sen φ cos θi + a sen φ sen θj + a cos φk e ‖rφ× rθ‖ = a2 sen φ.
 Marcos Eduardo Valle MA211 – Cálculo II (Cursão) 5 / 19

Page 6
						

Exemplo 2
 Sabendo que o centro de massa da casca de um hemisfério de raioa > 0 e densidade uniforme ρ(x, y, z) = c tem coordenadas (0, 0, z),determine z.
 Dica: Lembre-se que a esfera de raio a é descrita por
 r(φ, θ) = a sen φ cos θi + a sen φ sen θj + a cos φk e ‖rφ× rθ‖ = a2 sen φ.
 Resposta: A massa m da casca do hemisfério é
 m =
 "S
 cdS = c∫ 2π
 0
 ∫ π/2
 0a2 sen φdφdθ = 2πca2.
 A coordenada z do centro de massa é:
 z =1m
 "S
 zcdS =cm
 ∫ 2π
 0
 ∫ π/2
 0(a cos φ)(a2 sen φ)dφdθ =
 a2.
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Mudança de Parametrização
 Note que quando definimos a integral de superfície de f em S como"r(A)
 fdS =
 "A
 f(r(u, v))‖ru × rv‖dudv ,
 usamos a parametrização r de S.
 Contudo, mostraremos que a integral de superfície em geral nãodepende da parametrização da superfície.
 Com efeito, suponha que temos duas parametrizações r : A → S eR : B → S de uma superfície S em que
 r(u, v) = X(u, v)i + Y(u, v)j + Z(u, v)k, (u, v) ∈ A ,
 R(s, t) = X(s, t)i + Y(s, t)j + Z(s, t)k, (s, t) ∈ B .
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Suponha também que existe uma transformação bijetora e de classe C1
 dada porg(s, t) = U(s, t)i + V(s, t)j, ∀(s, t) ∈ B ,
 tal queR(s, t) = r
 (g(s, t)
 ), ∀(s, t) ∈ B .
 Nesse caso, dizemos que r e R são suavemente equivalentes.
 Vamos denotar o determinante jacobiano de g por
 ∂(U,V)
 ∂(s, t)=
 ∣∣∣∣∣∣∂U∂s
 ∂U∂t
 ∂V∂s
 ∂V∂t
 ∣∣∣∣∣∣ =∂U∂s
 ∂V∂t−∂U∂t
 ∂V∂s
 = UsVt − UtVs .
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Pela regra da cadeia, tem-se
 Rs =∂R∂s
 =∂r∂u
 ∂U∂s
 +∂r∂v
 ∂V∂s
 = ruUs + rvVs,
 Rt =∂R∂t
 =∂r∂u
 ∂U∂t
 +∂r∂v
 ∂V∂t
 = ruUt + rvVt .
 Consequentemente, tem-se
 Rs × Rt = (ruUs + rvVs) × (ruUt + rvVt )
 = (ru × rv)(UsVt ) + (rv × ru)(VsUt )
 = (ru × rv)(UsVt − UtVs)
 = (ru × rv)∂(U,V)
 ∂(s, t).
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Fazendo mudança de variável em integrais duplas, tem-se:"r(A)
 fdS =
 "A
 f(r(u, v))‖ru × rv‖dudv
 =
 "B
 f(r(g(s, t)
 ))‖ru × rv‖
 ∣∣∣∣∣∣∂(U,V)
 ∂(s, t)
 ∣∣∣∣∣∣ dsdt
 =
 "B
 f(R(s, t)
 )‖Rs × Rt‖dsdt
 =
 "R(B)
 fdS.
 Concluindo, tem-se o teorema:
 Teorema 3
 Se r : A → S e R : B → S são parametrizações suavementeequivalentes de uma superfície S, então"
 r(A)fdS =
 "R(B)
 fdS.
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Superfícies Orientadas
 Considere uma superfície suave S. Dizemos que S é uma superfícieorientada se for possível escolher um vetor normal unitário n em cadaponto (x, y, z) de S de modo que n varie continuamente sobre S.
 (Figura extraída do livro de James Stewart, Calculus, 5 edição.)
 Note que existem dois vetores normais unitários n1 e n2 = −n1 asuperfície em cada ponto (x, y, z). Portanto, existem duas possíveisorientações para uma superfície orientada.
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Exemplo de uma Superfície Não-Orientada
 A faixa de Möbius é um exemplo de superfície não-orientada!
 (Figura extraída do livro de James Stewart, Calculus, 5 edição.)
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Se S é dada pela equação implícita G(x, y, z), lembrando que ogradiente é normal à uma superfície de nível, tem-se
 n =∇G‖∇G‖
 =Gx i + Gy j + Gzk√
 G2x + G2
 y + G2z
 .
 Em geral, dizemos que a orientação é positiva para cima da superfície.
 Para uma superfície fechada (como a esfera), a convenção é que aorientação positiva é aquela cujos vetores normais apontam para fora.
 Exemplo 4
 O vetor normal n à esfera x2 + y2 + z2 = a2 (de raio a centrada naorigem) é
 n =xi + yj + zk
 a.
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Integrais de Superfície de Campos Vetoriais
 Definição 5 (Integral de Superfície de Campos Vetoriais)
 Seja F um campo vetorial contínuo definido sobre uma superfícieorientada S com vetor normal unitário n. A integral de superfície de Fsobre S é "
 SF · dS =
 "S
 F · ndS,
 se a integral da direita existir. A integral acima é também chamadafluxo de F através de S.
 Se S for uma superfície paramétrica suave, como n =ru × rv
 ‖ru × rv‖,
 podemos escrever"S
 F · dS =
 "T
 F · (ru × rv)dudv .
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Além disso, escrevendo r em termos de suas componentes como
 r(u, v) = X(u, v)i + Y(u, v)j + Z(u, v)k,
 concluímos que
 ru × rv =
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣i j k
 Xu Yu Zu
 Xv Yv Zv
 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣= (YuZv − ZuYv)i + (ZuXv − XvZu)j + (XuYv − YuXv)k
 =∂(Y ,Z)
 ∂(u, v)i +
 ∂(Z ,X)
 ∂(u, v)j +
 ∂(X ,Y)
 ∂(u, v)k,
 em que
 ∂(A ,B)
 ∂(u, v)=
 ∣∣∣∣∣∣Au Bu
 Av Bv
 ∣∣∣∣∣∣ = AuBv − AvBu =∂A∂u
 ∂B∂v−∂A∂v
 ∂B∂u
 .
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Analogamente, escrevendo o F em termos de suas componentes
 F(x, y, z) = P(x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k,
 concluímos que"S
 F · dS =
 "T
 F · (ru × rv)dudv =
 "T
 P(r(u, v))∂(Y ,Z)
 ∂(u, v)dudv
 +
 "T
 Q(r(u, v))∂(Z ,X)
 ∂(u, v)dudv +
 "T
 R(r(u, v))∂(X ,Y)
 ∂(u, v)dudv
 Motivados pela regra para mudança de variável em integrais duplas,denotamos
 da ∧ db =∂(A ,B)
 ∂(u, v)dudv .
 Assim, a integral de superfície do campo vetorial pode ser escrita como"S
 F · dS =
 "S
 Pdy ∧ dz +
 "S
 Qdz ∧ dx +
 "S
 Rdx ∧ dy.
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Exemplo 6
 Determine o fluxo do campo vetorial F(x, y, z) = zi + yj + xk através daesfera unitária x2 + y2 + z2 = 1.
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Exemplo 6
 Determine o fluxo do campo vetorial F(x, y, z) = zi + yj + xk através daesfera unitária x2 + y2 + z2 = 1.
 Resposta: "S
 F · dS =4π3.
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Aplicações
 Exemplo 7 (Fluxo Elétrico e Carga Elétrica)
 Se E é um campo elétrico, então"
 SE · dS é chamada fluxo elétrico
 de E através da superfície. A Lei de Gauss diz que a carga totalenglobada por S é
 Q = ε0
 "S
 E · dE,
 em que ε0 é uma constante conhecida como permissividade no vácuo.
 Exemplo 8
 Se o campo vetorial do Exemplo 6 representa um campo elétrico, entãoa carga envolvida por S é Q = 4πε0/3.
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Aplicações
 Exemplo 9 (Fluxo de Calor)
 Suponha que a temperatura em um ponto (x, y, z) seja u(x, y, z). Ofluxo de calor é definido como o campo vetorial
 F = −K∇u,
 em que K é uma constante denominada condutividade. A taxa detransmissão de calor através da superfície S no corpo é dada por"
 SF · dS = −
 "S∇u · dS.
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Considerações Finais
 Na aula de hoje, apresentamos as integrais de superfície:• Integral de um campo escalar:"
 r(T)fdS ≡
 "S
 f(x, y, z)dS =
 "T
 f(r(u, v))‖ru × rv‖dudv .
 • Integral de um campo vetorial ou fluxo de F através de S:"S
 F · dS =
 "S
 F · ndS.
 Além de introduzir esses conceitos e suas notações, mostramos quea integral de superfície é invariante a parametrizações suavementeequivalentes.
 Muito grato pela atenção!
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LOAD MORE                                    

            


            
                
                

                

                
                
                                

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            desde €835 espanha Fascinante 7 ou 10 DIASalmacen.mapaplus.com/web/2013/europa/pdfs_portugues/012_ESPANHA... · cursão opcional, a vizinha cidade imperial Março Abril Maio Junho

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            2001-07 opt - Condomínio Nossa Fazendacondominionossafazenda.com/wp-content/uploads/2017/04/2001-07_opt.pdf · cursão com os colegas de trabalho na casa de Lourdinha, que hoje é

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Cálculo Diferencial e Integral I (Cálculo I)cattai.mat.br/site/images/stories/UNEB/calculoum/slides_calculo1... · Adriano Cattai Cálculo I UNEB -- 2010.1 Cálculo Diferencial

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Introdução ao Cálculo Pré-Cálculo

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Cálculo Periodicidade

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            CÁLCULO MENTAL: Disciplina Mental, Cálculo Rápido

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Cálculo II (Cursão) - ime.unicamp.brvalle/Teaching/MA211Cursao/Aula21.pdf · (Figura extraída do livro de James Stewart, Calculus, 5 edição.) Marcos Eduardo Valle MA211 – Cálculo

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Cálculo II (Cursão)

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Cálculo Numérico

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            
                                                        

                        
                        
                            Cálculo II e Cálculo de Várias Variáveis (108 páginas)

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Magníficos canyons esculpidos nas escarpas Aparados da ...sigep.cprm.gov.br/sitio050/sitio050.pdf · cursão virtual, englobando os aspectos geológicos ( e turísticos, num roteiro

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Cálculo II (Cursão) - Instituto de Matemática 

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Slide 1 Preliminares Cálculo – Thomas Addison Wesley Preliminares Cálculo - Thomas

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Cálculo Elemaq

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Apostila do Cursão

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            s. G. P. BOLETIM INFORMATIVO - socgeol.org · LOPES, J.C. - EX!cursão geológica no . triân~ grulo Lisboa-Sintra-Cascais. LOUREIRO, F. - Aspectos económicos das ro  chas 

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Cálculo vetorial 

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            CÁLCULO A UMA VARIÁVEL - cristianeguedes.pro.br - aula 1.pdf · MUNEM, FOULIS. Cálculo. FLEMING, GONÇALVES. Cálculo A. GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um Curso de Cálculo. Vol 1

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Instituto de Matemática, Estatística e Computação Científica - …valle/Teaching/MA211Cursao/Aula19.pdf · 2018. 10. 9. · Resposta: A imagem do quadrado é a região limitada

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Cálculo II (Cursão) - ime.unicamp.brvalle/Teaching/MA211Cursao/Aula18.pdf · (Figura extraída do livro de James Stewart, Calculus, 5 edição.) Novamente, a ideia é que as integrais

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Lógica matemática cursão Profº Fernando Miragem.PDF

                            Education
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Sobre a antimestiçagem - cultura-e-barbarieculturaebarbarie.org/novo/wp-content/uploads/2016/05/antimestica... · cursão na historicidade criolla e em sua teoria da mestiçagem

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Limites Dayse Batistus. Sem o Cálculo x Com o Cálculo

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            ESTUDO IDENTIFICATIVO - apiccaps.pt · cursão pela literatura, quer na academia, quer na sociedade em geral, permite-nos concluir que são múltiplas as abor-dagens e as perspectivas,

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Cálculo II (Cursão) - Unicampvalle/Teaching/MA211Cursao/Aula03.pdfA derivada de um campo vetorial é deﬁnida derivando cada componente e serão revisadas numa aula futura. Deﬁnição

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Bio. - aktstycke.s3.amazonaws.com · cursão ao Parque Nacional de Jurubatiba. Antes do passeio, eles leem o trecho de uma reportagem publicada em uma revista: “Jurubatiba será

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            CURSÃO SANTA RITA de revisao.doc · Web viewPROFESSORES REFLEXIVOS EM UMA ESCOLA REFLEXIVA- ISABEL ALARCÃO Atribuições- O desenvolvimento curricular: Planejamento da ação didática

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Cálculo Diferencial e Integral I - lauragoulart.webnode.com · Cálculo Diferencial e Integral ou Cálculo In nitesimal ou só Cálculo; Criado como uma ferramenta auxiliar em várias

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Cálculo Vetorial

                            Documents
                        

                    

                                    
                        
                            
                                                            

                                                        

                        
                        
                            Cálculo II (Cursão) - ime.unicamp.brvalle/Teaching/MA211Cursao/Aula04.pdf · Cálculo II (Cursão) Aula 4 – Derivadas Direcionais e Derivadas Parciais. Marcos Eduardo Valle Depart

                            Documents
                        

                    

                                            

        

    


















    
        
            	About us
	Contact us
	Term
	DMCA
	Privacy Policy


            	English
	Français
	Español
	Deutsch



            
                

				STARTUP - SHARE TO SUCCESS

				            

        

    











	



