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1
 Cálculo III
 Ementa: Equações diferenciais. Transformada de Laplace. Séries.
 Objetivo Geral: Adquirir e aplicar os conhecimentos de equações diferenciais na
 resolução de problemas e situações concretas em Engenharia. Capacitar o aluno a
 compreender e saber interpretar modelos físico-matemáticos.
 Bibliografia:
 ZILL, Dennis G.; CULLEN, Michael R. Equações diferenciais. 3. ed. São Paulo:
 Makron Books, 2005. v.1
 BOYCE, William E; DIPRIMA, Richard C. Equações diferenciais elementares e
 problemas de valores de contorno. Rio de Janeiro: LTC, 2002.
 BRONSON, Richard. Moderna introdução às equações diferenciais. São Paulo:
 McGraw-Hill, 1977.
 SPIEGEL, Murray R. Transformadas de Laplace. São Paulo: McGraw-Hill, 1975.
 STEWART, James. Cálculo. 4. ed. São Paulo: Pioneira, 2001-2002. v
 Equações Diferenciais
 1. Definição:
 Todas as equações que modelam circuitos e/ou diagramas esquemáticos que
 envolvem uma função incógnita e suas derivadas e/ou integrais são denominadas de
 diferenciais (quando envolvem apenas derivadas) ou integro-diferenciais (quando
 envolvem derivadas e integrais de uma função incógnita). Uma equação que contém as
 derivadas ou diferenciais de uma ou mais variáveis dependentes, em relação a uma ou
 mais variáveis independentes, é denominada de equação diferencial (ED).
 Exemplo – Circuito RLC série
 tvdiC
 1
 dt
 tdiLtRi
 ;diC
 1tv;
 dt
 tdiLtv
 ;tRitv;tvtvtvtv
 0tvtvtvtv
 t
 t
 CL
 RCLR
 CLR
 função incógnita função conhecida
 2. Classificação:
 As EDs são classificadas de acordo com o tipo, a ordem e a linearidade.
 2.1. Tipo:
 - Ordinária (EDO) a função incógnita depende apenas de uma variável
 independente. Exemplos:
 0y6dx
 dy2
 dx
 yd;x
 dx
 dv
 dx
 du;0xdx4dxxy;1y5
 dt
 dy2
 2
 - Parcial (EDP) se a função incógnita depende de mais de uma variável
 independente. Uma EDP envolve as derivadas parciais de uma ou mais variáveis
 dependentes em relação a duas ou mais variáveis independentes. Exemplos:
 t
 u2
 t
 u
 x
 u;0
 x
 y4
 t
 y;u
 y
 uy
 x
 ux;
 x
 v
 y
 u2
 2
 2
 2
 2
 2
 2
 2
 R
 L
 t=0
 v(t)
 vR(t)
 vL(t)
 + -
 +
 -
 C
 vC(t)
 - +
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 2.2. Ordem:
 A ordem de uma equação diferencial é a ordem da mais alta derivada que nela
 aparece. Exemplos:
 Ordemª4deEDP0t
 u
 x
 ua
 Ordemª2deEDx5dx
 dyy
 dx
 dyy3
 dx
 yd
 Ordemª3deED0xy5dx
 ydxsen
 dx
 yd4
 Ordemª2deEDey4dx
 dy5
 dx
 yd
 2
 2
 4
 42
 2
 3
 73
 2
 2
 2
 2
 3
 3
 x
 3
 2
 2
 2.3. Linearidade:
 Uma equação diferencial é chamada de linear quando pode ser escrita na forma:
 xgyxadx
 dyxa
 dx
 ydxa
 dx
 ydxa 011n
 1n
 1nn
 n
 n
 As EDL são caracterizadas por:
 1) A variável dependente e todas as suas derivadas são do primeiro grau (potência
 de cada termo = 1);
 2) Cada coeficiente depende apenas da variável independente “x”. Exemplos:
 Ordemª3deEDLey5dx
 dyx3
 dx
 ydx
 dx
 ydx
 Ordemª2deEDL0y'y2''y
 Ordemª1deEDL3x5dx
 dy
 x
 2
 22
 3
 33
 Quando uma EDO não puder ser colocada na forma linear é denominada de não-
 linear. Exemplos:
 .1potênciaOrdemª3delinearnãoEDO0ydx
 yd
 ;ydedependeecoeficientOrdemª2delinearnãoEDOx'y2''yy
 2
 3
 3
 3. Soluções:
 Nosso objetivo é encontrar soluções (funções) que satisfaçam as EDOs dadas.
 Então, qualquer função f, definida em algum intervalo I, que, quando substituída na
 EDO, reduz a equação a uma Identidade, é denominada de solução da equação para
 aquele intervalo. Em outras palavras, uma solução para uma equação diferencial
 ordinária: ordemªndeEDO0y,,'y,y,xF n
 é uma função f(x) que possui pelo menos n derivadas e satisfaz a equação para todo
 x I [ I pode ser (a, b), [a, b], etc].
 Exemplo 1: Verificar se y(x) = x4/16 é uma solução para a ED não-linear dy/dx = x y
 1/2.
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 .soluçãoé16
 xxyLogo04
 x
 4
 x0
 4
 x.x
 4
 x
 4
 x
 16
 xy
 4
 x
 16
 x4
 16
 x
 dx
 d
 0xydx
 dyxy
 dx
 dy
 43323
 24
 21
 334
 21
 21
 Exemplo 2: Verificar se a função y = x ex é solução da EDL y’’ – 2y’ + y = 0.
 0xee2xe2e2xexeexe2e2xe
 0y'y2''ye2xeeexe''yexe'yxey
 xxxxxxxxxx
 xxxxxxxx
 Exemplo 3: A função y(x) = C1 sen 2x + C2 cos 2x, com C1 e C2 constantes arbitrárias,
 é solução de y’’ + 4y = 0 ?
 Exemplo 4: Determine se y = x2 – 1 é uma solução de (y’)
 4 + y
 2 = –1.
 3.1. Número de soluções:
 Uma dada equação diferencial, geralmente, possui um número infinito de
 soluções. Neste caso dizemos que uma determinada função que satisfaz a EDL é um
 membro de uma família de soluções.
 Exemplo 5: A função y = C/x + 1 é uma solução da EDL de 1ª ordem x(dy/dx) + y = 1
 para x (0, )?
 11x
 C
 x
 C1
 x
 C
 x
 Cxy
 dx
 dyx
 1ydx
 dyx;
 x
 C0Cx
 dx
 1d
 dx
 xdC1Cx
 dx
 d1
 x
 C
 dx
 d
 2
 2
 21
 1
 Variando x, podemos gerar infinitas soluções. Em particular, para C = 0 y = 1.
 Exemplo 6: A ED não-linear (y’)4 + y
 2 = 0 possui apenas como solução y = 0.
 3.2. Soluções explícitas e implícitas:
 Uma solução para uma EDO que pode ser escrita na forma y = f(x) é chamada
 de solução explícita. Dizemos que uma relação G (x, y) = 0 é uma solução implícita de
 uma EDO, em um intervalo I, se ela define uma ou mais soluções explícitas em I. por
 exemplo, para –2 < x < 2, a relação x2 + y
 2 – 4 = 0 é uma solução implícita para a ED:
 y
 x
 dx
 dy0
 dx
 dyy2x20
 dx
 4d
 dx
 yd
 dx
 xdpois
 y
 x
 dx
 dy 22
 A relação x
 2 + y
 2 – 4 = 0 define duas funções diferenciais explícitas:
 .2,2ervalointnox4yex4y 22
 y = C/x + 1
 C > 0
 1 C = 0
 C < 0
 x
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 3.3. Solução particular e solução geral:
 A solução particular de uma ED não depende de parâmetros arbitrários, já a
 solução geral é o conjunto de todas as suas soluções. De maneira geral, quando
 resolvemos uma equação de n-ésima ordem, F (x, y, y’, ..., y(n)
 ) = 0, em que y(n)
 significa dny/dx
 n, esperamos obter uma família de soluções a n-parâmetros: G (x, y, C1,
 C2, ..., Cn) = 0. Se toda solução para F (x, y, y’, ..., y(n)
 ) = 0, no intervalo I, pode ser
 obtida de G (x, y, C1, C2, ..., Cn) = 0 por uma escolha apropriada dos Ci , i = 1, 2, ..., n,
 dizemos que a família a n-parâmetros é uma solução geral, ou completa, para a ED.
 Exemplo 7: Verifique se a função y = Cex é uma família de soluções para a EDL y’ – y
 = 0 para C = 0, –2 e 5, obtemos as soluções particulares y1 = 0, y2 = –2ex e y3 = 5e
 x.
 Observações:
 a) Não se pode dissociar a solução de uma EDO de seu intervalo de definição I;
 b) Este intervalo também é conhecido por: intervalo de existência, intervalo de
 validade ou domínio da solução e pode ser aberto (a, b) ou fechado [a, b];
 c) A solução de uma ED nula no intervalo I é denominada de solução trivial.
 3.4. Curva integral:
 O gráfico de uma solução f(x), de uma EDO é denominado de curva integral.
 Uma vez que f(x) é uma função diferenciável (n-diferenciável em I), ela é contínua no
 seu intervalo de definição I. Assim sendo, o gráfico da função f(x) pode diferir do
 gráfico da solução f(x), ou seja, o domínio da função f(x) não precisa coincidir com o
 intervalo I de definição da solução f(x).
 Exemplo 8: O domínio de f(x) = 1/x é o conjunto de todos os reais, exceto a origem.
 Esta função é descontínua na origem. Logo, não é diferenciável em x = 0. Entretanto,
 esta função também é solução da EDL xy’ + y = 0 (verifique) mas, quando afirmamos
 que 1/x é uma solução dessa EDL, queremos dizer que é uma função definida em um
 intervalo no qual é diferenciável e satisfaz a equação, ou seja, y = 1/x é uma solução da
 referida EDL em qualquer intervalo que não contenha a origem, por exemplo, (0, ).
 Exercícios
 1) Classifique as ED abaixo quanto o tipo, a ordem e a linearidade:
 a) (1 – x) y’’ – 4xy’ + 5y = cos x ;
 b) yy’ + 2y = 1 + x2 ;
 c) xy’’’ – 2 (y’)4 + y = 0;
 2) Verifique se a função dada é uma solução para a ED.
 a) 2y’ + y = 0; y = e - x/2
 ;
 b) y’ + 4y = 32; y = 8;
 y
 x
 Gráfico da função
 y = 1/x
 Gráfico da
 solução y = 1/x
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 3.5. Modelos matemáticos:
 Em ciências, engenharia, economia e até mesmo em psicologia, freqüentemente
 deseja-se descrever ou modelar o comportamento de algum sistema ou fenômeno em
 termos matemáticos, identificando as variáveis que são responsáveis por mudanças do
 sistema e, também, um conjunto de hipóteses razoáveis sobre o sistema. A estrutura
 matemática de todas essas hipóteses, ou o modelo matemático do sistema, é muitas
 vezes uma equação diferencial ou um sistema de equações diferenciais.
 Exemplo 1 – Corpo em queda livre. A descrição matemática de um corpo caindo
 verticalmente sob a influência da gravidade leva a uma simples equação diferencial de
 2ª ordem. A solução para essa equação fornece a posição do corpo em relação ao solo. É
 bem conhecido que um objeto em queda livre próximo à superfície da Terra é acelerado
 a uma taxa constante g. Aceleração é a derivada da velocidade, que, por sua vez, é a
 derivada da distância s. Suponha que uma pedra seja atirada do alto de um edifício,
 como mostra a figura abaixo. Definindo o sentido positivo para cima, então o enunciado
 matemático é uma equação diferencial que governa a trajetória vertical do corpo, assim:
 12
 2
 tt0,gdt
 sd
 Sendo s0 a altura do edifício e v0 a velocidade inicial da pedra tem-se de
 encontrar uma solução desta equação diferencial que também satisfaça as condições
 iniciais s(0) = s0 e s’(0) = v0. O instante t = 0 é aquele em que a pedra deixa o telhado do
 edifício (tempo inicial) e t1 é o instante que ela atinge o solo. Como a pedra é atirada
 para cima, na direção positiva, v0 é naturalmente positiva. Ignora-se a resistência do ar
 atuando sobre o corpo.
 Exemplo 2 – Sistema Massa-Mola. Para calcular o deslocamento vertical x(t) de uma
 massa presa a uma mola, usa-se a segunda lei de Newton sobre o movimento (F = ma) e
 a lei de Hooke que diz que a força restauradora de uma mola esticada é proporcional ao
 deslocamento s + x, isto é, k (s + x) F = – kx. O sinal negativo indica que esta força
 atua em direção oposta ao movimento.
 .0xm
 k
 dt
 xd
 kxdt
 xdmkxma
 2
 2
 2
 2
 Exemplo 3 – Lei de resfriamento de Newton. De acordo com a lei de resfriamento de
 Newton, a taxa de esfriamento de um corpo é proporcional à diferença entre a
 temperatura do corpo e a temperatura do meio ambiente. Suponha que T(t) denote a
 temperatura de um corpo no instante t e que a temperatura do meio ambiente seja
 s0
 s
 v0
 mola
 m
 m
 s
 x = 0
 equilíbrio
 x (t) < 0
 x (t) > 0
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 constante, igual a Tm. Se dT / dt representa a taxa de variação da temperatura do corpo,
 então a lei de resfriamento de Newton poderá ser expressa matematicamente assim:
 mTTkdt
 dT
 onde k é uma constante de proporcionalidade. Como, por hipótese, o corpo está
 esfriando, deve-se ter T > Tm , logo, k < 0.
 Exemplo 4 – Drenagem através de um orifício. Em hidrodinâmica, o teorema de
 Torricelli diz que a velocidade v do fluxo d’água através de um orifício no fundo de um
 tanque cheio até uma altura h é igual à velocidade que um corpo adquire em queda livre
 de uma altura h: gh2v onde g é a aceleração devida à gravidade. Considerando o
 tanque mostrado abaixo, se a área do orifício é A0 (em m2) e a velocidade da água
 saindo do tanque corresponde a fórmula acima (em m/s), então o volume de água que
 sai do tanque por segundo é gh2A0 (em m3/s). Logo, se V(t) denota o volume de
 água no tanque no instante t, tem-se:
 .gh2A
 A
 dt
 dhEntão
 dt
 dhA
 dt
 dVhAtV
 como;gh2Adt
 dV
 w
 0
 ww
 0
 Exemplo 5 – Capitalização Contínua. É muito comum as instituições financeiras
 anunciarem capitalização diária dos juros. Pode-se ter capitalização a cada hora ou
 mesmo a cada minuto. Isto quer dizer que os juros podem ser capitalizados
 continuamente. Neste caso, a taxa de crescimento é proporcional ao capital S, isto é:
 S.rdt
 dS
 4. Equações diferenciais de 1ª ordem:
 4.1. Problema do valor inicial:
 Resolver uma ED de 1ª ordem dy/dx = f(x, y), sujeita à condição inicial y(x0) =
 y0, em que x0 é um número no intervalo I e y0 um real arbitrário, é denominado de
 problema de valor inicial – PVI.
 Obs: O ponto (x0, y0) é determinado
 “a priori”, isto é, antes de se resolver
 a equação.
 A0
 h
 Aw
 x0
 I
 y0
 y
 x
 Conjunto de
 soluções da ED

Page 7
						

7
 Exemplo: A função y = C. ex constitui uma família de soluções para y’ = y, no intervalo
 (-∞, ∞). Ao especificarmos y(0) = 3, estaremos individualizando uma solução:
 3 = C . e0 3 = C . 1 C = 3 y = 3 e
 x ; p/ y(1) = 3 3 = C . e
 1 C = 3 e
 -1
 y = 3 e-1
 . ex y = 3 e
 x – 1.
 Duas questões fundamentais ao considerarmos um problema de valor inicial:
 Existe uma solução para o problema?
 Existindo, ela é única?
 4.2. Teorema de Picard – Existência e unicidade da solução que passa por (x0, y0).
 Seja R uma região retangular no plano xy, definida por a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, que
 contém, em seu interior, o ponto (x0, y0). Se f(x, y) e ∂f / ∂y são contínuas em R, então
 existe um intervalo I, centrado em x0 e uma única função y = f(x), definida em I, que
 satisfaz ao problema de valor inicial.
 4.3. Apresentação de uma equação diferencial:
 4.3.1. Forma normal:
 A forma normal de uma ED de 1ª ordem é y’ = H (x, y).
 Exemplos:
 .yexseney,xHyexsene'y
 e
 yexsen'yyexsen'yexsenye'ye3
 ;yx
 yx3y,xH
 yx
 yx3'y2
 ;xsenyy,xHxseny'y1
 xxxx
 x
 x2x2xx2x
 43
 2
 43
 2
 3
 1
 y
 x
 y = 3ex
 y = 3ex - 1
 I
 a b x0
 R (x0, y0)
 x
 y
 d
 y0
 c y = f(x)
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 yh
 xg
 dx
 dy
 4.3.2. Forma diferencial:
 A função H (x, y), apresentada acima, pode sempre ser escrita como o quociente
 de duas outras funções M (x, y) e –N (x, y). Logo, como y’ = dy/dx, podemos
 reescrever como:
 .0dyy,xNdxy,xM
 dxy,xMdyy,xNy,xN
 y,xMy,xH
 dx
 dyy,xH'y
 Exemplos:
 .0dyyxdxyx3
 yxy,xN;yx3y,xMyx
 yx3
 dx
 dy'y2
 ;0dydxxseny
 1y,xN;xsenyy,xMxsenydx
 dy'y1
 432
 432
 43
 2
 4.3.3. Forma padrão:
 .xfyxPdx
 dy
 xa
 xgy
 xa
 xa
 dx
 dyxgyxa
 dx
 dyxa
 xf
 1
 xP
 1
 0
 01
 Exemplo:
 .exxfex
 4xPexy
 x
 4
 dx
 dyexy4
 dx
 dyx x5x5x6
 4.4. Equação separável:
 Se uma equação diferencial puder ser colocada na forma ela é
 denominada de separável ou de variáveis separáveis.
 Uma equação separável pode ser escrita como:
 .xgdx
 dyyh
 yh
 xg
 dx
 dy
 Se y = f(x) denota uma solução, então:
 .dxxgdyyhdxxgdxx'fxfh
 xgx'fxfhxgdx
 xdfxfh
 dyy
 Este é o procedimento para resolução de equações diferenciais separáveis.
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 Exemplos:
 1) Resolva a ED (1 + x) dy – y dx = 0.
 x1Cy
 1x0x1sex1
 1x0x1sex1x1
 ;C.x1ye.eyeeCx1lnyln
 x1
 dx
 y
 dy
 x1
 dx
 y
 dy
 x1
 y
 dx
 dydxydyx1:Solução
 1
 1
 Cx1lnCx1lnyln
 2) Resolva a ED x dx – y2 dy = 0.
 Às vezes, é necessário multiplicar toda a equação por uma expressão adequada
 (fator de integração [ I(x) ]) de modo a transformar M (x,y) em A(x) e N (x,y) em B(y).
 Assim:
 .0dyyg
 ygdx
 xf
 xf
 0ygxf
 dy1ygxf
 ygxf
 dx1ygxf
 ygxf
 1xI;0dyy,xNdxy,xM
 yB
 2
 1
 xA
 2
 1
 22
 12
 22
 21
 22ygxfygxf 1221
 Exemplos:
 1) Seja a ED (x2 – 1) y dx + x
 2 (y + 1) dy = 0. Escreva-a sob a forma de ED separável.
 .0dyy1dxx10dyy
 1ydx
 x
 1x
 yx
 1xI0dy1yxdxy1x:Solução
 12
 2
 2
 2
 ygxf
 2
 ygxf
 2
 12
 21
 2) Resolva a ED
 3) Resolva a ED xy4 dx + (y
 2 + 2) e
 -3x dy = 0.
 4) Resolva o PVI
 5) Resolva o PVI
 Exercícios
 1) Resolva as ED abaixo:
 a) (x e - y
 sen x) dx – y dy = 0;
 b) y’ = sen 5x;
 c) dx + e 3x
 dy = 0;
 2) Resolva os PVI abaixo:
 a) [(e - y
 + 1) sen x] dx = (1 + cos x) dy , y (0) = 0;
 b) (1 + x4) dy + x (1 + 4y
 2) dx = 0 , y (1) = 0;
 c) y dy = 4x (y2 + 1)
 1/2 dx , y (0) = 1;
 1y3
 1x
 dx
 dyx
 2
 22
 .34y;y
 x
 dx
 dy
 .00y,xydx
 dy2
 1
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 4.5. Equação exata:
 4.5.1. Introdução:
 Sabe-se que y dx + x dy = 0 é uma equação separável mas, y dx + x dy é,
 também, a derivada do produto x . y, isto é d (xy). Logo,
 .implícitasoluçãoCxyCxyxyd 1
 4.5.2. Diferencial total de uma função de duas variáveis:
 Seja z = f (x, y) função de duas variáveis, com derivadas parciais primeiras
 contínuas numa região R do plano xy. Sua diferencial, chamada de diferencial total, é:
 .0Cddyy
 fdx
 x
 fCy,xfpara;dy
 y
 fdx
 x
 fy,xfddz
 Logo, dada uma família de curvas a um parâmetro f (x, y) = C, podemos gerar
 uma ED de 1ª ordem, calculando sua diferencial.
 Exemplo: Para x2 – 5xy + y
 3 = C , temos:
 .y,xN
 y,xM
 y3x5
 x2y5
 dx
 dydxx2y5dyy3x5
 0dyy3x5dxy5x20dyy
 yxy5xdx
 x
 yxy5x
 2
 2
 y,xN
 2
 y,xM
 3232
 Mas, no momento, nos interessa o problema inverso, isto é, dada uma equação do tipo
 da anterior, podermos reconhece-la como equivalente a d (x2 – 5xy + y
 3) = 0 e, então,
 integrá-la e obtermos: x2 – 5xy + y
 3 = C.
 4.5.3. Definição de equação exata:
 Uma expressão diferencial M(x, y) dx + N(x, y) dy é uma diferencial exata em
 uma região R, do plano xy, se corresponde à diferencial total de alguma função f(x, y).
 Uma ED de 1ª ordem, da forma M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 é denominada de equação
 exata se a expressão à esquerda da igualdade for uma diferencial exata.
 Exemplo: Verificar se a função f (x, y) = x3y
 3 / 3 é solução da ED x
 2y
 3 dx + x
 3y
 2 dy =
 0, utilizando o método da equação exata.
 .implícitasoluçãoC3
 yx0
 3yx
 d
 03
 yxd;exata0dyyxdxyxdyyxdxyx
 dy3
 yx3dx
 3
 yx3dy
 y
 3yx
 dxx
 3yx
 3
 yxd:Solução
 3333
 3323322332
 2332
 3333
 33
 4.5.4. Critério para diferencial exata:
 Sejam M(x, y) e N(x, y) contínuas e com derivadas parciais contínuas de 1ª
 ordem em uma região R, definida por a < x < b e c < y < d. Então, uma condição
 necessária e suficiente para que M(x, y) dx + N(x, y) dy seja uma diferencial exata é:
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 x
 N
 y
 M
 Exemplo: Verifique se as ED abaixo são exatas:
 a) x2y
 3 dx + x
 3y
 2 dy = 0 ;
 b) (2x – 5y) dx + (–5x + 3y2) dy = 0 ;
 c) (6xy – y3) dx + (4y + 3x
 2 – 3xy
 2) dy = 0.
 .OKy3x6x
 xy3x3y4;y3x6
 y
 yxy6c
 .OK5x
 y3x5;5
 y
 y5x2b
 .OKyx3x
 yx
 x
 N;yx3
 y
 yx
 y
 M0dyyxdxyxa:Solução
 222
 23
 2
 2223
 2232
 y,xN
 23
 y,xM
 32
 4.5.5. Método de solução de uma ED exata:
 Dada a equação M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0:
 1) Mostre que
 2) Se for, existe uma função f para a qual:
 ygdxy,xMy,xfdxy,xMdx
 x
 fy,xM
 x
 f
 3) Diferencio f (x, y) obtido em relação a y:
 y
 dxy,xMy,xNy'g
 y,xNy'gy
 dxy,xM
 y
 ygdxy,xM
 y
 y,xf
 4) Calculo g (y) e substituo na equação do item 2:
 Exemplo 1: Resolva a ED 2xy dx + (x2 – 1) dy = 0.
 .CyyxCy,xfyygydydyy'g1y'gse
 1y'g1xy'gx1xy
 ygyxy,xN
 y
 y,xf;ygyx
 ygdxxy2ygdxxy2y,xfxy2x
 y,xfquetaly,xfseja;exata
 x2x
 1x
 x
 N;x2
 y
 xy2
 y
 M1xy,xN;xy2y,xM:Solução
 2
 2222
 2
 22
 Exemplo 2: Resolver a ED (6xy – y3) dx + (4y + 3x
 2 – 3xy
 2) dy = 0.
 Exemplo 3: Resolva o seguinte PVI:
 x
 N
 y
 M
 dyy'gyg
 .20y;
 x1y
 xsenxcosxy
 dx
 dy2
 2
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 Exercícios
 1) Verifique se as ED abaixo são exatas. Se forem, resolva-as.
 a) (2x – 1) dx + (3y + 7) dy = 0;
 b) (2x – y) dx – (x + 6y) dy = 0;
 2) Verifique se as ED abaixo são exatas. Se forem, resolva os PVI. a) (x + y)
 2 dx + (2xy + x
 2 – 1) dy = 0, y(1) = 1;
 b) (ex + y) dx + (2 + x + ye
 y) dy = 0, y(0) = 1.
 4.6. Resolução de ED linear utilizando a forma padrão:
 As EDL apresentam a propriedade segundo a qual podemos sempre determinar
 uma função μ (x), tal que, tendo a EDL na forma padrão:
 .exeedxxPxlndxxP
 x
 x
 dxxPx
 x
 x
 xxPx
 x
 x
 y
 xfyxPx
 x
 x
 y
 xfyxPx
 x
 N
 y
 M:exataser/p
 xy,xN
 xfyxPxy,xM0dxxfyxPxdyx
 xx0dxxfyxPdy0xfyxPdx
 dyxfyxP
 dx
 dy
 dxxPdxxPxln
 A função acima é denominada de fator de integração para a EDL. Ela é diferente
 de zero para todo x, sendo contínua e diferenciável. Então:
 .eCdxxfeey
 Cdxxfey.edxxfey.ed
 dxxfey.eddxxfeydxxPedye
 0dxxfyxPedye0dxxfyxPxdyx
 particularsolução
 dxxP
 geralsolução
 dxxPdxxP
 dxxPdxxPdxxPdxxP
 dxxPdxxPdxxPdxxPdxxP
 dxxPdxxP
 4.6.1. Resumo deste método:
 Para resolver uma EDL de 1ª ordem, procede-se como se segue:
 1) Coloca-se a equação na forma padrão:
 ;xfyxPdx
 dy
 xa
 xgy
 xa
 xa
 dx
 dyxgyxa
 dx
 dyxa
 11
 001
 2) Identifica-se P(x) e determina-se μ(x):
 dxxP
 ex
 3) Multiplica-se a equação na forma normal pelo fator de integração:
 xfeyexP
 dx
 dye
 dxxPdxxPdxxP
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 4) Constata-se que o 1º membro é a derivada do produto:
 xfe
 dx
 yeddxxP
 dxxP
 5) Integra-se ambos os membros da equação de 4 e resolve-se para y:
 dxxPdxxPdxxP
 eCdxxfeey
 Exemplo 1: Resolva a ED x6exy4dx
 dyx
 .Cxexexyx
 Cexey
 CexeyxCexedxexevduuvdxxe
 edxevdxedv;dxduxu;dxxedx
 yxd
 dxxedx
 yxddxxeydxx4dyxxeyx4
 dx
 dyx
 exxyx.x
 4
 dx
 dyx;xxxeee
 exexxfex
 4xPexy
 x
 4
 dx
 dy:Solução
 4x4x5
 4
 xx
 xx4xxxxx
 xxxx4
 x4
 x54x54
 x544444xlnxln4xdx4
 dxx
 4x5x5
 4
 Exemplo 2: Resolva a ED 0y3dx
 dy
 Exemplo 3: Resolva o problema de valor inicial 30y,xxy2dx
 dy
 Exemplo 4: Resolva a ED x2ey5dx
 dy
 Exemplo 5: Resolva a ED xcosxgcotydx
 dy
 4.7. Equação homogênea:
 4.7.1. Função homogênea:
 Se uma função f(x,y) tiver a propriedade de, ao se substituir x por tx e y por ty:
 y,xftty,txf n
 para algum número real n, dizemos que f(x,y) é uma função homogênea de grau n.
 Exemplo: Verifique se as funções que se seguem são homogêneas:
 .4y2
 xy,xfd;1yxy,xfc
 ;yxy,xfb;y5xy3xy,xfa
 33
 3 2222
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 .0n,ogêneahomy,xftty,txf4y2
 x4
 ty2
 txty,txfd
 ;ogêneahoménão
 tytxty,xft1ytxt1tytxty,txfc
 ;3
 2n,ogêneahomy,xftty,txfyxt
 yxtyxtytxttytxty,txfb
 ;2n,ogêneahomy,xfty5xy3xtty,txf
 yt5xyt3xtty5tytx3txty,txfa:Solução
 0
 333333333333
 32
 3 2232
 3 223 23 2223 22223 22
 2222
 2222222
 Obs:
 1) O exemplo c demonstra que uma constante adicionada a uma função pode
 destruir a homogeneidade;
 2) Muitas vezes a homogeneidade pode ser reconhecida examinando-se o grau de
 cada termo.
 Exemplo: Verifique a homogeneidade das funções que se seguem:
 .yxy,xfb;yxxy6y,xfa 2223
 .ogêneahoménãoy,xf1grau:termoº2;2grau:termoº1yxy,xfb
 .4n,ogêneahoméy,xf2grau2grau:termoº2
 ;3grau1grau:termoº1yxxy6y,xfa:Solução
 2
 4grau
 4grau
 223
 4.7.2. Definição de equação homogênea:
 Diz-se que uma ED de 1ª ordem, na forma diferencial, M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0
 é homogênea se ambas as funções M(x, y) e N(x, y) forem homogêneas e de grau
 idêntico, ou seja:
 .y,xNtty,txNey,xMtty,txM
 Exemplo: Verifique se a ED que se segue é homogênea:
 .2n,ogêneahoméEDa,graumesmode
 ,ogêneashomsãofunçõesduasasComo.2n,ogêneahomy,xNtxyt
 tytxty,txN;2n,ogêneahomy,xMtyxtytxt
 tytxty,txM0dyxydxyxxy
 yx
 dx
 dy'y:Solução
 22
 22222222
 222222
 4.7.3. Método de solução de uma ED homogênea:
 Uma ED homogênea M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 pode ser resolvida por meio
 de uma substituição algébrica. Especificamente, a substituição y = vx ou x = uy , em que
 v e u são as novas variáveis independentes, transformará a equação em uma ED de 1ª
 ordem separável (v e u são funções de x).
 Exemplo 1: Resolva a EDO
 xy
 yx'y
 22
 xy
 yx'y
 22
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 Solução: Como já foi verificado anteriormente, esta equação é homogênea. Então, seja
 y = vx dy = v dx + x dv. Substituindo y e dy na ED em sua forma diferencial:
 .kxxlnxykxxlnxykxlnx
 y
 C2x
 yxln2C
 2
 xy
 xlnx
 yvC
 2
 vxln
 vdvx
 dxvdv
 x
 dxxdvvxdxx0dvvxdxx
 0dvvxdxvxdxxvdxx0xdvvdxvxxdxvxx
 21
 22222222
 2
 2
 2
 2
 2
 2
 3
 23232
 32222222
 Exemplo 2: Resolva a ED
 Exemplo 3: Resolva o seguinte problema de valor inicial 32y;yx2dx
 dyxy2 .
 5. Modelos matemáticos:
 Exemplo 1: Crescimento de bactérias. Uma cultura tem, inicialmente, P0 bactérias.
 Em uma hora, o número medido é (3/2) P0. Considerando a taxa de crescimento
 diretamente proporcional ao número de bactérias presentes no instante t, P(t), determine
 o tempo necessário para triplicar a cultura.
 .h71,2t3lnt4055,0eln3ln
 ePP3P3tP/p;ePtP4055,0keln2
 3ln
 ePP2
 31P1t/p;ePtPPCeCP0P
 0t/peCtPe.etPeeCkttPln
 kdttP
 tdPkdt
 tP
 tdPP
 2
 31PeP0P;tPk
 dt
 tdP:Solução
 t4055,0
 t4055,0
 000
 t4055,0
 0
 k
 1.k
 00
 kt
 001
 0
 10
 kt
 1
 CktCkttPln
 00
 Exemplo 2: Circuito RL.
 x2
 y3x
 dx
 dy
 R
 L E(t)
 +
 -
 i(t)
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 .ACe4,2tiCe5
 12tiH1,0Le5R,V12E
 :ondosup;ACeR
 EtiCe
 R
 L.e.
 L
 E.eCedte
 L
 E.e
 CedtEeL
 eti:tetanconsEtE/p;CedttEe
 L
 eti
 CdttEeL
 1ti.edttEe
 L
 1ti.ed
 L
 tEe
 dt
 ti.ed
 L
 tEeti
 L
 Re
 dt
 tdieeetI
 ;L
 tEti
 L
 R
 dt
 tdiLtEtRi
 dt
 tdiL0
 dt
 tdiLtRitE:Solução
 t50t
 1,0
 5
 0
 tL
 R
 0t
 L
 Rt
 L
 R
 0
 tL
 R
 tL
 Rt
 L
 R
 0
 tL
 R
 tL
 R
 0
 tL
 Rt
 L
 R
 0
 tL
 Rt
 L
 Rt
 L
 R
 tL
 Rt
 L
 Rt
 L
 Rt
 L
 R
 tL
 R
 tL
 R
 tL
 Rt
 L
 Rt
 L
 Rt
 L
 Rdt
 L
 R
 x
 Exemplo 3: Circuito RC.
 .ACetiCedt0.eR
 etitetanconsEtE/p
 ;ACedtdt
 tdEe
 R
 etiCdt
 dt
 tdEe
 R
 1ti.e
 dtdt
 tdEe
 R
 1ti.ed
 dt
 tdE
 R
 1e
 dt
 ti.ed
 dt
 tdE
 R
 1e
 tiRC
 1e
 dt
 tdieeetI;
 dt
 tdE
 R
 1ti
 RC
 1
 dt
 tdi
 dt
 tdEti
 C
 1
 dt
 tdiR0di
 C
 1tRitE:Solução
 RC
 t
 RC
 t
 RC
 tRC
 t
 0
 RC
 t
 RC
 tRC
 t
 RC
 t
 RC
 t
 RC
 t
 RC
 t
 RC
 t
 RC
 t
 RC
 t
 RC
 t
 RC
 t
 RC
 tdt
 RC
 1
 Exemplo 4: Esfriamento de um bolo. Um bolo é retirado do forno a aproximadamente
 150o C. Três minutos mais tarde sua temperatura é de aproximadamente 90
 o C. Quanto
 tempo levará o bolo para se resfriar até a temperatura ambiente (≈ 25o C)?
 R
 C E(t)
 +
 -
 i(t)
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 .min23t21798,0
 1.5t:ecoeficientseudeinversoovezes5
 emrdesapareceatendeonencialexpacomo;e12525t21798,0k
 125
 65ln
 3
 1k
 125
 65lnk3
 125
 65lneln
 125
 65e2590e125
 e12525903903como;e12525t125C
 eC2515000t/p;eC25e.e25ee
 Ckt25lnkdt25
 dkdt
 25
 dC903eC1500
 ;25kdt
 d:TTk
 dt
 dTNewtondetoresfriamendeleiPela:Solução
 t21798,0
 k3k3k3
 k3okt
 1
 0
 1
 okt
 1
 CktCkt25ln
 oo
 ambcorpo
 Exemplo 5: Meia-vida (em física, a meia-vida é uma medida da estabilidade de uma
 substância radioativa; é o tempo necessário para que metade dos átomos de uma
 substância, com uma quantidade original A0, se desintegre e se transforme em átomos
 de um outro elemento). Um reator regenerador converte Urânio 238, relativamente
 estável no isótopo Plutônio 239. Depois de 15 anos determinou-se que 0,043% da
 quantidade inicial A0 de Plutônio desintegrou-se. Ache a meia-vida desse isótopo, se a
 taxa de desintegração for proporcional a quantidade remanescente.
 .anos151.24t0000287,0
 2lnt
 t0000287,02lneln2
 1lne
 2
 1eA
 2
 A
 2
 AtA:vidameia/p;eAtA10.87,2
 15
 99957,0lnk
 eln99957,0lneAA99957,0A99957,015Aanos15t/p
 ;99957,0:restouegrouintdesse%043,0como;eAtACA0A:0t/p
 ;CetACtA.e0dt
 tA.ed0
 dt
 tA.ed
 0tAkedt
 tdAeeex0tAk
 dt
 tdA
 A0A;teremanescenquantidadeaétAondetAkdt
 tdA:Solução
 t0000287,0t0000287,0t0000287,0
 00
 0t0000287,0
 0
 5
 k1515k
 000
 kt
 00
 ktktktkt
 ktktktkdt
 0
 Exemplo 6: Idade de um fóssil. Foi encontrado um osso fossilizado que continha a
 milésima parte da quantidade original do C-14. Sabendo que a meia-vida do C-14 é de
 5.600 anos, determine a idade deste fóssil.
 .anos806.55t00012378,0
 1000lntt00012378,01000ln
 eln1000
 1lneA
 1000
 A
 1000
 AtAcomo
 ;eAtA00012378,0k5600
 2lnkk56002lneln
 2
 1ln
 eA2
 A
 2
 A)5600(Acomo;eAtAtAk
 dt
 tdA:Solução
 t00012378,0t00012378,0
 000
 t00012378,0
 0
 k5600
 k5600
 000kt
 0
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 Exemplo 7: Problema de mistura.
 Entrada: ri (l / s) e ci (g / l)
 Quantidade: x(t)
 Concentração: co(t) = x(t) / V(t)
 Volume: V(t)
 Saída: ro (l / s) e co(g / l)
 Um tanque de 120 litros (l) contém, inicialmente, 90 g de sal dissolvido em 90 l
 de água. Água salgada com 2 g/l de sal flui para o tanque a uma taxa de 4 l/min e a
 mistura escoa para fora do tanque a uma taxa de 3 l/min. Quanto sal conterá o tanque
 quando estiver cheio?
 .g20230x120
 903090230x
 min30tt90120:cheioquetan/pt90tVcomo
 ;t90
 90t902tx90CC90290
 090
 C090290900xcomo;
 t90
 Ct902tx
 C4
 t908tx.t90dtt908
 dt
 tx.t90d
 dtt908dt
 tx.t90ddtt908dtt903tdxt90
 8.t90txt90
 3t90
 dt
 tdxt90
 t90eeeex
 ;8txt90
 3
 dt
 tdx
 t90
 tx.32.4
 dt
 tdx;t90t3490tV
 trrVtVondetV
 txrcr
 dt
 tdxtcrcr
 dt
 tdx:Solução
 3
 4
 3
 4444
 33
 433
 3
 33
 323
 333
 3t90lnt90ln3t90
 dt3
 t90
 dt3
 oi0oiiooii
 3
 Exemplo 8: Modelo populacional.
 onde (t) é a taxa de Equação geral populacional:
 natalidade e (t) é a taxa de mortalidade.
 Se estas taxas forem constantes ( - ) = k que tem solução P(t) =
 P0 ekt
 .
 Mas foi observado que na população de um país ou de um
 vaso de flores, a taxa de natalidade decresce enquanto a população cresce. Fazendo (t)
 = 0 - 1 P(t) e = 0 constante:
 tPMtkP
 dt
 tdPtPtP
 dt
 tdPtPtP
 dt
 tdP
 M
 1
 00
 k
 1010
 tPtt
 dt
 tdP
 tPk
 dt
 tdP
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 que é a chamada equação logística onde se assume que 0 > 0 para que M > 0.
 Solução para a equação logística:
 .PePM
 MPtP
 ePPM
 eMPtPeMPtPePPM
 tPePeMPtPPMtPMePtPPM
 ePM
 P
 tPM
 tP
 PM
 PAAe
 PM
 PPtP0t/p
 AetPM
 tPe.e
 tPM
 tPCkMt
 tPM
 tPln
 CkttPMlntPlnM
 1kdt
 tPM
 tdP
 tP
 tdP
 M
 1
 kdttdPtPM
 1
 tP
 1
 M
 1kdt
 tPMtP
 tdPkdt
 tPMtP
 tdP
 0
 kMt
 0
 0
 kMt
 00
 kMt
 0kMt
 0
 kMt
 00
 kMt
 0
 kMt
 00
 kMt
 00
 kMt
 0
 0
 0
 00.kM
 0
 00
 kMtCkMt
 Exemplo 8.1: Suponha que em 1895 a população de um certo país era de 50 milhões e
 estava crescendo à taxa de 750.000 pessoas por ano naquela época. Suponha também
 que em 1950 sua população era de 100 milhões e crescia então à taxa de 1 milhão por
 ano. Assuma que esta população satisfaz a equação logística. Determine tanto a
 população limite M quanto a população prevista para o ano 2010.
 .milhões7,15360P
 100e100200
 100.20060P
 PePM
 MPtP
 tP200tP0001,0dt
 tdP0001,0k1k10000
 100200k1001milhões200M100M5,050M150M5,1
 100M
 50M5,1
 100Mk1001
 50Mk1005,1100Mk1001:1950/p
 ;50Mk5075,0PMkPdt
 0dP:1895/p:Solução
 60x200x0001,0
 0
 kMt
 0
 0
 00
 Exemplo 8.2: Em março de 1987 a população mundial atingiu 5 bilhões e estava
 crescendo à taxa de 380.000 pessoas por dia. Assumindo-se taxas de natalidade e
 mortalidade constantes, para quando se deve esperar uma população mundial de 10
 bilhões de pessoas?
 .anos25t0278,0
 510ln
 te510
 e5tP0278,05
 1388,0
 0P
 0'PkePtPtkP
 dt
 tdP
 ;1388,0365x00038,00'P5P0P0t1987/p:Solução
 t0278,0
 t0278,0kt
 0
 0
 Exercícios
 1) Resolva as equações diferenciais abaixo:
 a) (x2 + 1) y’ + y
 2 + 1 = 0 , y (0) = 1. Resp.: y = (1 – x) / (1 + x)
 b) y’ = xy + x – 2y – 2 , y (0) = 2. Resp.: y = 3 e^[(x2/2) – 2x] – 1
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 c) y’ = x2 / y (1 + x
 3). Resp.: 3y
 2 – 2 ln | 1 + x
 3 | = C
 d) y’ + y2 sen x = 0. Resp.: y
 -1 + cos x = C
 e) y’ = (x – e -x
 ) / (y + e y). Resp.: y
 2 – x
 2 + 2 (e
 y – e
 -x) = C
 2) Uma esfera de cobre é aquecida a uma temperatura de 100°C. No instante t = 0, ela é
 imersa em uma tina de água mantida a uma temperatura de 30°C. Ao fim de 3 minutos,
 a temperatura se encontra reduzida a 70°C. Determinar o instante em que a temperatura
 da esfera atinge 31°C. Resp.: t = 22,78 min
 3) Uma superfície porosa molhada, ao ar livre, perde umidade a uma taxa proporcional
 ao seu conteúdo de umidade. Sendo observado que esta superfície perde metade de sua
 umidade durante a primeira hora, mantidas as condições do tempo, em que instante a
 umidade desta superfície se reduz a 1%? Resp.: t = 6,65 h
 6. Equações diferenciais lineares de ordem superior:
 6.1. Problema do valor inicial (PVI):
 Resolver a equação diferencial abaixo
 sujeita as condições iniciais: y(x0) = y0, y’(x0) = y’0,..., y(n-1)
 (x0) = y(n-1)
 0, é denominado
 de um problema de valor inicial.
 Obs:
 1) Os valores y0, y’0,..., y(n-1)
 0 são constantes arbitrárias;
 2) Procura-se por uma função , definida em algum intervalo I que contenha x0 , que
 satisfaça a ED e as “n” condições iniciais.
 Teorema: Sejam an(x), an -1(x),..., a1(x), a0(x) e g(x) contínuas em um intervalo I e seja
 an(x) 0 para todo x nesse intervalo. Se x = x0 for um ponto qualquer nesse intervalo,
 então existe uma única solução y (x) do problema do valor inicial em I.
 Exemplo: Verifique que é uma solução para o problema de valor
 inicial:
 10'ye40y,x12y4''y Solução: Como a equação é linear, os coeficientes [a2(x) = 1, a1(x) = 0, a0(x) = 4 e
 g(x) = 12x] são contínuos e a2(x) = 1 0 em qualquer intervalo contendo x = 0, conclui-
 se que a função dada é a única solução em I. Verificação do PVI:
 .OK13263e2e60'y;OK4130ee30y 0000
 6.2. Problema do valor de contorno (PVC):
 Um outro tipo de problema consiste em resolver uma ED na qual y e as suas
 derivadas são especificadas em pontos diferentes, ou seja:
 sujeita as condições de contorno: y (x0) = y0 , y’ (x1) = y1 , ... , y(n-1)
 (xn-1) = yn-1 é
 denominado de problema de valor de contorno.
 Obs:
 1) Uma solução para o problema é uma função que satisfaça a ED, em algum
 intervalo I, contendo x0, x1,..., xn-1, cujo gráfico passe pelos pontos (x0, y0),
 (x1, y1),..., (xn-1, yn-1).
 2) Para uma EDL de 2ª ordem xgyxadx
 dyxa
 dx
 ydxa 012
 2
 2 sujeita a
 y(a) = y0 e y(b) = y1 :
 xgyxadx
 dyxa
 dx
 ydxa
 dx
 ydxa 011n
 1n
 1nn
 n
 n
 x3ee3y x2x2
 xgyxadx
 dyxa
 dx
 ydxa
 dx
 ydxa 011n
 1n
 1nn
 n
 n
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 Exemplo: Verifique que, no intervalo (0, ∞), a função y = 3x2 – 6x + 3 satisfaz a ED e
 as condições de contorno do problema: x2 y’’ – 2xy’ + 2y = 6, y(1) = 0 e y(2) = 3.
 .331212326232y;0363316131y:PVC
 .soluçãoéyOK6666x12x6x12x12x6
 63x6x326x6x26x6''y6x6'y:Solução
 22
 222
 22
 Obs:
 1) Para uma EDL de 2ª ordem, outras condições de contorno podem ser: y’(a) = y0
 e y(b) = y1; y(a) = y0 e y’(b) = y1; y’(a) = y0 e y’(b) = y1.
 2) Um problema de valor de contorno, mesmo quando satisfeitas as condições de
 existência e unicidade, pode ter: várias soluções, uma única solução ou nenhuma
 solução, dependendo dos pontos escolhidos.
 6.3. Dependência e independência linear:
 6.3.1. Definição:
 Um conjunto de funções f1(x), f2(x),..., fn(x) é linearmente dependente (LD), em
 um intervalo I, se existem constantes C1, C2,..., Cn, não todas nulas, tais que: C1 f1(x) +
 C2 f2(x) + ... + Cn fn(x) = 0 para todo x no intervalo. Neste caso, pode-se obter uma
 função como combinação linear das outras ‘n – 1’, assim:
 xfC
 C...xf
 C
 Cxf
 C
 CxfxfC...xfCxfCxfC n
 1
 n3
 1
 32
 1
 21nn332211
 Diz-se que um conjunto de funções é linearmente independente (LI) caso ele
 não seja LD, isto é, a combinação linear que conduz a função identicamente nula só é
 possível com todos os Cj = 0, j = 1, 2, ..., n.
 Exemplo: O conjunto de funções f1(x) = cos2x, f2(x) = sen
 2x, f3(x) = sec
 2x e f4(x) = tg
 2x
 é LD, no intervalo (–π/2, π/2) pois:
 .011111.1xtgxsec1xsenxcos1
 1Ce1CCCpara0xtgCxsecCxsenCxcosC
 2222
 3421
 2
 4
 2
 3
 2
 2
 2
 1
 6.3.2. Critério para independência linear de funções:
 Suponha que f1(x), f2(x),..., fn(x) sejam “n – 1” diferenciáveis. Logo, se o
 determinante abaixo for diferente de zero, em pelo menos um ponto do intervalo I,
 então as funções f1(x), f2(x),..., fn(x) serão LI no intervalo considerado. Este
 determinante é denominado de wronskiano das funções: W(f1(x), f2(x),..., fn(x)).
 I
 y1
 y
 x
 Conjunto de
 soluções da ED
 a b
 y0
 Solução para
 o PVC
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 xfxfxf
 x'fx'fx'f
 xfxfxf
 1n
 n
 1n
 2
 1n
 1
 n21
 n21
 Este determinante é formado através das funções (1ª linha) e suas derivadas
 (linhas subseqüentes). O número de linhas é igual ao número de funções.
 Exemplo 1:
 .LDsãofunçõesas011x2senxcos1xsenxcossenx2
 xcosxsen2xcossenx2xcossenx2xcosxsen4
 xsenxcosxcossenx2xcossenx2xcossenx2xsen2
 x2cosxcossenx2xcossenx2x2senxsen2x2sen2xcossenx2
 x2cos1xsen:Solução
 .x2cos1,xsenWeminerdet,x2cos1xfexsenxfSendo
 22
 333
 222
 2
 2
 2
 2
 2
 1
 Exemplo 2: Verifique se as funções
 6.4. Solução de uma EDL homogênea:
 6.4.1. Equação homogênea e não homogênea:
 Uma ED da forma
 é denominada de homogênea, enquanto que
 com g(x) 0, é denominada de não homogênea.
 Exemplo:
 a) A equação 2y’’ – 3y’ – 5y = 0 é uma EDL de 2ª ordem homogênea.
 b) A equação x3y’’’ – 2xy’’ + 5y’ + 6y = e
 x é uma EDL de 3ª ordem não
 homogênea.
 6.4.2. Princípio da superposição:
 Teorema: Sejam y1, y2,..., yk soluções para a EDL de n-ésima ordem homogênea, em
 um intervalo I. Então, a combinação linear abaixo, em que os Ci, i = 1, 2,..., k, são
 constantes arbitrárias, é também uma solução no intervalo.
 xyC...xyCxyCy kk2211 Obs:
 1) y = 0 é sempre solução de uma EDL homogênea.
 2) Um múltiplo y = C1y1(x) de uma solução y1(x) de uma EDL, é também solução.
 Exemplo: As funções y1 = x2 e y2 = x
 2 ln x são ambas soluções para x
 3y’’’ – 2xy’ + 4y
 = 0 no intervalo (0, ). Logo, pelo teorema anterior: y = C1x2 + C2x
 2 ln x é também
 solução no intervalo considerado.
 6.4.3. Solução linearmente independente de uma EDL:
 Sejam y1, y2, ..., yn n soluções para uma equação diferencial linear de ordem n,
 em um intervalo I. Então, o citado conjunto de soluções é LI, em I, se e somente se
 W (y1, y2, ..., yn) ≠ 0 para todo x no intervalo.
 .LIsãomm,exfeexf 21
 xm
 2
 xm
 121
 0yxadx
 dyxa
 dx
 ydxa
 dx
 ydxa 011n
 1n
 1nn
 n
 n
 xgyxadx
 dyxa
 dx
 ydxa
 dx
 ydxa 011n
 1n
 1nn
 n
 n
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 6.4.4. Solução geral:
 Sejam y1,..., yn n soluções linearmente independentes de uma EDL homogênea
 de n-ésima ordem, em I. A solução geral da equação neste intervalo é definida por:
 em que os Ci são constantes arbitrárias.
 Exemplo 1: Verifique se as funções y1 = e3x
 e y2 = e-3x
 são ambas soluções da EDL
 homogênea: y’’ – 9y = 0.
 .0633ee3ee3e3e3
 eee,eW
 .OK000e9e9e9''y;e3'y
 ;OK000e9e9e9''y;e3'y:Solução
 x3x3x3x3
 x3x3
 x3x3
 x3x3
 x3x3x3
 2
 x3
 2
 x3x3x3
 1
 x3
 1
 Logo, temos duas soluções LI de uma EDL homogênea de ordem 2. Conclui-se
 que formam um conjunto fundamental de soluções:
 y(x) = C1 e3x
 + C2 e-3x
 solução geral da EDL.
 Exemplo 2: Sabendo-se que as funções y1 = ex, y2 = e
 2x e y3 = e
 3x satisfazem a EDL
 homogênea y’’’ – 6y’’ + 11y’ – 6y = 0, ache a solução geral desta EDL.
 6.5. Solução de uma EDL não homogênea:
 Toda função yp, livre de parâmetros, que satisfaz uma EDL não homogênea de
 ordem n é denominada de solução particular.
 Exemplo:
 1) yp = 3 é uma solução particular de y’’ + 9y = 27 pois, y’p = 0 e y’’p = 0 0 +
 9.3 = 27.
 2) yp = x3 – x é uma solução particular de x
 2y’’ + 2xy’ – 8y = 4x
 3 + 6x pois, y’p =
 3x2 – 1 e y’’p = 6x x
 2 (6x) + 2x (3x
 2 – 1) – 8 (x
 3 – x) = 6x
 3 + 6x
 3 – 2x – 8x
 3
 + 8x = 4x3 + 6x.
 6.5.1. Solução geral de uma EDL não homogênea:
 Seja yp uma solução particular qualquer de uma EDL não homogênea, de ordem
 n, em I. Se y1, y2, ..., yn é um conjunto fundamental de soluções da EDL homogênea, de
 ordem n, associada a não homogênea, em I. Então, a solução geral da equação não
 homogênea é:
 y = C1 y1(x) + C2 y2(x) + ... + Cn yn(x) + yp onde Ci, i = 1, 2, ..., n são constantes.
 Exemplo: Seja a EDL y’’’ – 6y’’ + 11y’ – 6y = 3x. Determine a solução geral desta
 EDL, sabendo-se que yC = C1 ex + C2 e
 2x + C3 e
 3x é a solução geral da EDL homogênea
 associada a ela e que sua solução particular é:
 .x2
 1
 12
 11eCeCeCy:Solução.x
 2
 1
 12
 11y x3
 3
 x2
 2
 x
 1p
 6.5.2. Princípio da superposição aplicado às equações não homogêneas:
 Sejam soluções particulares da equação diferencial linear não
 homogênea de ordem n:
 xgyxadx
 dyxa...
 dx
 ydxa
 dx
 ydxa 011n
 1n
 1nn
 n
 n
 em um intervalo I, correspondendo, por sua vez, a k funções distintas g1(x), g2(x), ...,
 gk(x). Então, o somatório das soluções particulares é uma solução particular da equação:
 xg...xgxgyxadx
 dyxa...
 dx
 ydxa
 dx
 ydxa k21011n
 1n
 1nn
 n
 n
 xyC...xyCxyCy nn2211
 k21 ppp y,...,y,y
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 Exemplo: Verifique que:
 .exe2y4'y3''ydeparticularsoluçãoumaéxey
 ;e2y4'y3''ydeparticularsoluçãoumaéey
 ;8x24x16y4'y3''ydeparticularsoluçãoumaéx4y
 xxx
 p
 x2x2
 p
 22
 p
 3
 2
 1
 Segue-se, da definição anterior, que a superposição das soluções particulares será uma
 solução particular para a ED igual ao somatório das g(x). Assim:
 xxx22
 xx22
 ppp
 exe2e28x24x16y4'y3''y
 departicularsoluçãoumaéxeex4yyyy321
 6.6. Equações lineares homogêneas com coeficientes constantes:
 A equação y’ + ay = 0, a constante, possui a soluções y = C1 e – ax
 em (–, ).
 6.6.1. EDLH de 2ª ordem:
 Para a equação ay’’ + by’ + cy = 0, vamos tentar a solução y = emx
 y’ =
 memx
 y’’ = m2e
 mx a(m
 2e
 mx) + b(me
 mx) + c(e
 mx) = 0 e
 mx(am
 2 + bm + c) = 0,
 que para ser igual a zero, somente quando am2 + bm + c = 0. Esta equação é
 denominada de equação auxiliar ou equação característica e m é raiz desta equação.
 Três casos a considerar:
 1) Raízes reais e distintas (m1 m2): Duas soluções, a saber:
 0cy'by''aydegeralsoluçãoaéeCeCyeyeeyxm
 2
 xm
 1
 xm
 2
 xm
 12121
 Exemplo: Resolva 2y’’ – 5y’ – 3y = 0.
 Solução: 2m2 – 5m – 3 = 0 m1 = 3 e m2 = – ½ y = C1 e
 3x + C2 e
 -x/2 .
 2) Raízes reais e iguais (m1 = m2): Duas soluções, a saber:
 0cy'by''aydegeralsoluçãoaéxeCeCyxeyeeyxm
 2
 xm
 1
 xm
 2
 xm
 12121
 Exemplo: Resolva y’’ – 10y’ + 25y = 0.
 Solução: m2 – 10m + 25 = 0 m1 = m2 = 5 y = C1 e
 5x + C2 xe
 5x = e
 5x(C1 + x C2).
 3) Raízes complexas conjugadas (m1 = + i e m2 = - i): Duas soluções, a saber:
 .xsenkxcoskey
 xsenekxcosekxseneC2xcoseC2y:Então
 ;xseneC2xsen2eCeeeCyCC/p
 ;xcoseC2xcos2eCeeeCyCC/p
 ;eCeCeeCeCyeyeey
 21
 x
 x
 2
 x
 1
 x
 2
 x
 1
 x
 2
 x
 2
 xjxjx
 2121
 x
 1
 x
 1
 ixixx
 1121
 ix
 2
 ix
 1
 xxi
 2
 xi
 1
 xi
 2
 xi
 1
 Exemplo: Resolva y’’ + y’ + y = 0.
 .x2
 3senkx2
 3coskey
 i2
 32
 1mei2
 32
 1m01mm:Solução
 212
 x
 21
 2
 Exercício: Resolva o PVI que se segue: y’’ – 4y’ + 13y = 0, y(0) = –1 e y’(0) = 2.
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 6.6.2. Solução de EDLH de ordem superior:
 Para resolver uma EDLH, de ordem n, sendo os coeficientes ai(x) constantes
 reais, i = 1, 2, ..., n, deve-se resolver uma equação polinomial de grau n, obtendo-se as
 suas n raízes. Também se tem 3 casos mas, a análise será feita apenas para o primeiro.
 Assim, para m raízes reais e distintas (m1 a mn):
 .eCeC...eCeCyxm
 n
 xm
 1n
 xm
 2
 xm
 1n1n21
 Exemplo 1: Resolva y’’’ + 3y’’ – 4y’ – 12y = 0.
 Solução: m3 + 3m
 2 – 4m – 12 = 0 usando Biot-Ruffini: m
 2 + 5m + 6 = 0
 m1 = –2 e m2 = –3 y = C1 e2x
 + C2 e –2x
 + C3 e –3x
 .
 Obs.: Método de Biot-Ruffini: 1 3 –4 –12
 2 1 5 6 0
 Exemplo 2: Resolva y(IV)
 – 13y’’ + 36y = 0.
 Solução: m4 – 13m
 2 + 36 = 0 p/ m
 2 = r r
 2 –13r + 36 = 0 r1 = 4 e r2 = 9
 m1 = 2, m2 = –2, m3 = 3 e m4 = –3 y = C1 e2x
 + C2 e –2x
 + C3 e3x
 + C4 e -3x
 .
 Exercício: Resolva a ED y’’’ – 2y’’ – y’ + 2y = 0.
 6.7. Equações lineares não homogêneas a coeficientes constantes:
 Solução geral: y = yc + yp.
 6.7.1. Método dos coeficientes constantes:
 É utilizado para obtenção da solução particular de uma EDL não homogênea.
 Ele se aplica a equações não homogêneas que tem coeficientes constantes e em que g(x)
 pode ser uma constante k, uma função polinomial, uma função exponencial, um sen(ax),
 um cos(ax) ou somas e produtos dessas funções, por exemplo: g(x) = 10, g(x) = x2 – 5x,
 g(x) = 15x – 6 + e-4x
 , g(x) = sen(3x) – 5x cos(2x), g(x) = ex cos(x) – (3x
 2 – 1) e
 -x. Este
 método não se aplica a funções g(x) dos tipos: g(x) = ln x, g(x) = 1/x, g(x) = tg (x) e
 g(x) = sen-1
 (x).
 Exemplo 1: Resolva a ED y’’ – 5y’ + 6y = 2x2 – 1.
 Solução: 1) Cálculo da solução geral da homogênea associada (yc): y’’ – 5y’ + 6y = 0
 m2 – 5m + 6 = 0 m1 = 2 e m2 = 3 yc = C1 e
 2x + C2 e
 3x;
 2) Cálculo da solução particular (yp): y’’ – 5y’ + 6y = 2x2 – 1 polinômio do 2º grau
 yp = Ax2 + Bx + C y’p = 2Ax + B y’’p = 2A substituindo:
 2A – 5(2Ax + B) + 6(Ax2 + Bx + C) = 2x
 2 – 1 2A – 10Ax – 5B + 6Ax
 2 + 6Bx +
 6C = 2x2 – 1 (6A)x
 2 + (–10A + 6B)x + (2A – 5B + 6C = 2x
 2 – 1 6A = 2
 A = 1/3; –10A + 6B = 0 B = 5/9; 2A – 5B + 6C = – 1 C = 5/27
 yp = x2/3 + 5x/9 + 5/27 y = C1 e
 2x + C2 e
 3x + x
 2/3 + 5x/9 + 5/27.
 Exemplo 2: Resolva y’’’ – 4y’ = 1 – 3x
 7. Transformada de Laplace:
 7.1. Introdução:
 A solução de equações diferenciais com excitações descontínuas ou de ordem
 superior a dois é muito laboriosa através dos métodos já vistos. Além disso, a
 introdução de condições para a determinação das constantes de integração requer a
 solução de um sistema de equações algébricas em número igual à ordem da equação
 diferencial.
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 Com o objetivo de facilitar e sistematizar a solução de equações diferenciais
 ordinárias lineares, a coeficientes constantes, utiliza-se o método da Transformada de
 Laplace.
 Destacam-se as seguintes vantagens deste método:
 1) Ele inclui as condições iniciais ou de contorno;
 2) O trabalho é algébrico e sistematizado;
 3) A utilização de tabelas de transformada reduz o volume de trabalho requerido;
 4) Pode-se tratar excitações descontínuas;
 5) Os componentes transitórios e de regime permanente da solução são obtidos
 simultaneamente.
 Este método consiste de 3 etapas:
 a) Transformação da ED em uma equação algébrica;
 b) Resolução da equação algébrica através de manipulações puramente algébricas;
 c) Transformação em sentido inverso, isto é, da solução da equação algébrica para a
 solução da ED original.
 Outra vantagem consiste no fato de que este método leva em conta as condições
 iniciais sem a necessidade de determinar em primeiro lugar a solução geral para dela
 então obter uma solução particular.
 7.2. Definição:
 Seja f(t) uma dada função que é definida para todos os valores positivos de t
 (t 0) e s um parâmetro real positivo. Multiplica-se f(t) por e-st
 e integra-se em relação a
 t de zero a infinito. Então, se a integral resultante existe, ela será uma função de s (F(s)):
 Esta função F(s) é chamada de a Transformada de Laplace da função original
 f(t) e será representada por £(f) ou L[f(t)]. Além disso, a função original f(t) é chamada
 de a transformada inversa ou, simplesmente, a inversa de F(s) e será representada por
 £-1
 (F) ou L-1
 (F) f(t) = L-1
 (F).
 Exemplo 1: Seja f(t) = 1 quando t = 0. Ache a transformada desta função.
 Exemplo 2: Seja f(t) = eat quando t > 0, sendo a uma constante. Ache a transformada
 desta função.
 Em seguida é apresentada uma tabela resumida da Transformada de Laplace que
 contém as principais relações necessárias à resolução de exercícios.
 EDL Equação Algébrica
 Solução da
 EDL
 Solução da Equação
 Algébrica
 L
 L-1
 0
 st dttfesF
 .0s/ps
 11L10
 s
 1e
 s
 1dt1.e1LfL:Solução
 0
 st
 0
 st
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 7.3. Linearidade:
 A Transformação de Laplace é uma operação linear, isto é, para quaisquer
 funções f(t) e g(t) cujas Transformadas de Laplace existam e quaisquer constantes a e b
 tem-se:
 L{a f(t) + b g(t)} = a L(f) + b L(g)
 Exemplo 3: Seja f(t) = cosh at = (eat + e
 -at) / 2. Então:
 .as/pas
 satcoshL
 as
 s2
 2
 1
 as
 1
 as
 1
 2
 1eL
 2
 1eL
 2
 1
 2
 eeLatcoshL
 22
 22
 atatatat
 7.4. Funções seccionalmente contínuas:
 Uma função f(t) é dita contínua em intervalos sobre um intervalo finito a ≤ t ≤ b,
 se ela é definida no intervalo e é tal que o intervalo pode ser subdividido em um número
 finito de intervalos, em cada um dos quais f(t) é contínua e possui limites finitos quando
 t se aproxima de cada extremidade a partir do interior.
 Decorre da definição que os saltos finitos são as únicas descontinuidades que
 uma função contínua em intervalos pode possuir; estas são conhecidas como
 descontinuidades ordinárias.
 Exemplo: Degrau unitário.
 0tse1
 0tse0
 0tse1
 tu
 7.5. Existência:
 Seja f(t) uma função que é contínua em intervalos, sobre qualquer intervalo
 infinito em t ≥ 0, e satisfaz a
 teMtf
 onde α e M são constantes. Então a Transformada de Laplace existe para todo s > α.
 7.6. Transformada de Laplace de derivadas:
 Suponha que f(t) seja contínua para t ≥ 0, satisfaça a condição de existência e
 possua uma derivada f’(t) contínua em intervalos sobre qualquer intervalo finito situado
 em t ≥ 0. Então, a Transformada de Laplace da derivada f’(t) existe, quando s > α e:
 )0(f)f(Ls'fL
 Para derivada de 2ª ordem: .0'f)0(f)f(Lss)0('f)'f(Ls''fL
 Para derivada de ordem n: .0f...0'fs)0(fs)f(LsfL 1n2n1nnn
 Exemplo 1: Seja f(t) = t2 / 2. Determinar L(f).
 .s
 1fL0fLs
 s
 1
 0ffLss
 1tL'fL
 s
 1tLComo00'ft)t('f;0)0(f:Solução
 32
 22
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 Exemplo 2: Seja f(t) = cos wt. Determinar L(f).
 7.7. Transformação de equações diferenciais ordinárias:
 Seja a EDO y’’(t) + w2 y(t) = r(t) onde r(t) e w são dados. Aplicando a
 Transformação de Laplace a ambos os lados:
 2222
 22
 222
 ws
 sR
 ws
 0'y0yssYsRsYw0'y0yssYs
 ourLyLw0'y0ysyLsrLyLw''yL
 Exemplo 1: Determinar a solução da ED: y’’ + 9y = 0 , y(0) = 0 e y’(0) = 2.
 .t3sen3
 2yLty
 9s
 3
 3
 2
 9s
 2sY0sY92sYs:Solução 1
 22
 2
 Exemplo 2: Resolver o PVI y’ + y = e –t
 , y(0) = 5.
 7.8. Transformação de Laplace para a integração:
 Se f(t) é contínua em intervalos e satisfaz à condição de existência para t ≥ 0,
 então:
 s,0s,tfLs
 1dfL
 t
 0
 Exemplo: Seja L(f) = 1 / s2(s
 2 + w
 2) . Ache f(t).
 .tfw
 wtsent
 w
 1dwcos1
 w
 1thL
 s
 1L
 )t(hwtcos1w
 1dwsen
 w
 1dgLLtgL
 s
 1L
 ws
 1
 s
 1L)t(gwtsen
 w
 1
 ws
 1L:tabelaPela:Solução
 2
 t
 0
 2
 1
 2
 t
 0
 t
 0
 11
 22
 1
 22
 1
 7.9. Solução de uma equação integro-diferencial:
 Seja o PVI dado pela equação integro-diferencial:
 20y,t15duuy3y2'yt
 0
 Aplicando a Transformada de Laplace a ambos os membros da equação:
 .e3
 2e3
 3
 5ty*
 s
 3s2s
 s
 5
 s
 52
 sY2s
 5
 s
 5
 s
 32ssY
 s
 5
 s
 5sY
 s
 13sY22ssYt1L5duuyL3yL2'yL
 t3t
 2
 2
 2
 2
 t
 0
 * utilizando o método das frações parciais e a Transformada inversa de Laplace.
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 7.9.1. Frações parciais:
 Quando se trabalha com transformadas é comum obter-se Y (s) = G (s) / H (s)
 onde G (s) e H (s) são polinômios em s. Então, pode-se determinar y (t) = L-1
 [Y (s)]
 exprimindo Y (s) em termos de frações parciais. Há 3 hipóteses a serem satisfeitas:
 a) G (s) e H (s) não possuam fatores comuns;
 b) G (s) e H (s) possuam coeficientes reais;
 c) O grau de G (s) ser menor que o de H (s).
 Seja s = a uma raiz de H (s) = 0.
 1º caso: O denominador (H (s)) tem um fator não repetido (s – a):
 onde W(s) indica a soma das frações parciais que
 correspondem a todos os fatores lineares (repetidos ou não)
 de H (s) que não estão sendo considerados. A transformada inversa é L-1
 [Y (s)] = A eat +
 L-1
 [W (s)] onde A é dado por uma das duas expressões: A = Qa(a) ou A = G (a) / H’(a)
 onde Qa(s) é a função que resta após a remoção do fator (s – a) de H (s) em Y (s), isto é,
 Qa(s) = (s – a) G (s) / H (s).
 Exemplo: Determinar a transformada inversa de
 .e15
 2e
 10
 3
 6
 1tysYL
 3s
 152
 2s
 103
 s
 61
 sY
 15
 2
 3'H
 3GA;
 10
 3
 2'H
 2GA;
 6
 1
 6
 1
 0'H
 0GA
 6s2s3s'He1ssG;3s
 A
 2s
 A
 s
 A
 3s2ss
 1ssY
 3ae2a,0a06sss0s6ss:Solução
 t3t21
 321
 2321
 321
 223
 2º caso: Fator repetido (s – a)m
 no denominador.
 sWas
 A...
 as
 A
 as
 A
 sH
 sGsY 1
 1m
 1m
 m
 m
 . A transformada inversa será:
 .sH
 sGassQe1m,...,2,1k
 ds
 sQd
 !km
 1A,aQA
 ondesWLA!1
 tA...
 !2m
 tA
 !1m
 tAesYL
 m
 a
 as
 km
 a
 km
 kam
 1
 12
 2m
 1m
 1m
 m
 at1
 Exemplo: Resolva o PVI abaixo, aplicando a transformada de Laplace.
 .10'ye10y,et4y2'y3''y t3 Solução: Aplicando a transformada de Laplace aos 2 membros da equação:
 sWas
 A
 sH
 sGsY
 s6ss
 1s
 sH
 sGsY
 23
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 .e2
 1e2e
 2
 13t2sYLty
 1s
 21
 2s
 2
 3s
 21
 s
 3
 s
 2sY
 2
 1
 2s3ss
 sGsQD
 ;21s3ss
 sGsQC;
 2
 1
 2s3ss
 sGsQB
 ;336
 108
 36
 13224
 6
 111264A0sparaquocientedoderivada
 s'Qds
 sQd
 !12
 1A;2
 23
 120QA
 2s3s3s
 12s4s13s7s
 2s3s3s
 sGsQ;
 1s
 D
 2s
 C
 3s
 B
 s
 A
 s
 A
 1s2s3ss
 12s4s13s7s
 2s3s3ss
 s12s4s3ss12s4
 sH
 sGsY
 3ss
 3ss43ssss3s4sY2s3s
 3s
 1
 s
 44ssY2s3s
 3s
 1
 s
 4sY23ssY31ssYs
 3s
 1
 s
 4sY20yssY30'y0sysYs
 eLtL4yL2'yL3''yL
 tt2t31
 2
 1s
 21s1
 2s
 22s2
 3s
 223s3
 21
 0s0
 0s
 12
 0
 12
 102
 2
 234
 201
 2
 2
 2
 234
 22
 23342
 2
 2222
 2
 2
 2
 2
 2
 2
 t3
 3º caso: Fator complexo (s – a) não repetido.
 Sendo s = a = α + βi uma raiz de H(s) = 0 então, como H(s) possui coeficientes
 reais, s = a = α – βi é também uma raiz de H(s) = 0. Logo, (s – a) (s – a) = (s – α)2 + β
 2:
 .sH
 sGssRiTSaR:deimagináriaereal
 partesassãoTeSondesWLtsenStcosTe1
 sYL
 reaisBeAcomsWs
 BAs
 sH
 sGsY
 22
 aaaa
 aa
 1
 aa
 t1
 22
 4º caso: Fator complexo repetido (s – a)
 2.
 .sH
 sGssReiTSaR,iTSaRonde
 sWLtsentTTStcostSSTe2
 1sYL
 reaissãoDeC,B,AondesWs
 DCs
 s
 BAs
 sH
 sGsY
 222
 a
 *
 a
 *
 a
 '
 aaaa
 1
 a
 *
 aaa
 *
 aa
 t
 3
 1
 22222
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 3o Teste
 1) Determinar f(t) se L(f) for igual a:
 1s
 1s
 s
 1b
 2ss
 1a
 2
 2) Empregando a Transformação de Laplace, resolver os seguintes PVI:
 .10'y,30y,0y'y6''y9c
 ;70'y,10y,0y3'y2''yb
 ;10'y,10y,0y4''ya
 7.10. Derivação e integração de transformadas:
 “A derivada da transformada de uma função corresponde à multiplicação da
 função por –t enquanto que a integração da transformada de uma função corresponde à
 divisão da função por t”. Então:
 .t
 tfLdt
 t
 tfedtsdetfdtsdtfesddttfe
 sdsF;s'FtftLdttftes'FdttfefLsF
 0
 st
 0 s
 ts
 0 s
 ts
 s 0
 ts
 s0 0
 stst
 Exemplo: Determinar a transformada inversa de .s
 w1ln
 2
 2
 .wtcos1
 t
 2wtcos
 t
 2
 t
 2
 t
 tf
 s
 w1lnLwtcos22
 ws
 s2
 s
 2LFLtfparciaisfraçõesdasmétodopelo
 ws
 s2
 s
 2
 wss
 w2s2w
 ws
 s
 ds
 s
 w1lnd
 sF:Solução
 2
 21
 22
 11
 2222
 212
 22
 22
 2
 7.11. Transformada da função degrau unitário:
 at/p1
 at/p0tua
 .s
 ee0
 s
 1e
 s
 1dt1.edt0.edttuetuL
 asas
 a
 st
 a
 st
 a
 0
 st
 0
 a
 st
 a
 Exemplo 1: Determinar a transformada da função f(t) abaixo:
 .ees
 kfLtutuktf bsas
 ba
 1
 ua(t)
 a t
 f(t)
 k
 a b t
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 Exemplo2: Representar a função de onda quadrada f(t) abaixo em termos de funções
 degrau unitário e determinar sua transformada.
 ...e2e21s
 k...
 s
 e2
 s
 e2
 s
 1kfL
 ...tu2tu2tu2tuktf
 as2asas2as
 a3a2a0
 7.12. Teorema do deslocamento:
 Se F(s) = L[f(t)] então, para qualquer constante positiva a, tem-se: e-as
 F(s) =
 L[f(t – a) ua(t)] onde a função degrau unitário ua(t) é definida por
 at/p1
 at/p0tua
 Exemplo 1: Determinar a inversa de
 .tu3t2
 1
 s
 eL:todeslocamendoteoremapelo,
 2
 t
 s
 1LComo:Solução 3
 2
 3
 s31
 2
 3
 1
 Exemplo 2: Determinar a corrente i(t) que percorre o circuito abaixo se uma onda
 quadrada de amplitude igual a V0 é aplicada.
 .eR
 Vkee
 R
 Vkdosen
 bt/pekk
 bta/pektieatquando0i
 tuetueR
 VsFeLsFeLILti
 eR
 VFLeesFsIee
 RC1s
 RV
 sI
 ee1sRC
 CVsIeeV
 C
 1sRCsI
 ees
 V
 sC
 1RsIee
 s
 V
 sC
 sIsRI
 tutuVtE;tEdiC
 1tRi:Solução
 RCb
 02
 RCa
 01
 RCt
 21
 RCt
 1
 bRC
 bt
 aRC
 at0bs1as11
 RCt
 01bsasbsas
 sF
 0
 bsas0bsas
 0
 bsas0bsas0
 ba0
 t
 0
 k
 -k a 2a 3a t
 f(t)
 3
 s3
 s
 e
 R
 C E(t)
 +
 -
 i(t)
 E(t)
 V0
 a b t
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 7.13. Transformada de funções periódicas:
 A Transformada de Laplace de uma função f(t) periódica, contínua em
 intervalos, com período p, vale:
 p
 0
 st
 ps0s/pdttfe
 e1
 1fL
 Exemplo 1: Retificador de meia-onda.
 Determinar a Transformada de Laplace da seguinte função f(t):
 2t/p0
 t0/ptsentf
 s
 220
 st
 s2
 e1s
 fL:partespordttsenee1
 1fL:Solução
 Exemplo 2: Onda dente de serra.
 Determinar a Transformada de Laplace da função abaixo:
 tfptf,pt0/ptp
 ktf
 ps
 ps
 2 e1s
 ke
 ps
 kfL:Solução
 Exemplo 3: Função escada.
 Determinar a Transformada de Laplace da função abaixo:
 g(t) = kn , n p < t < (n + 1) p , n = 0, 1, 2, ...
 ps
 ps
 e1s
 kefL:Solução
 a b
 i(t)
 t
 V0 / R
 2
 f(t)
 t
 f(t)
 t p 2p 3p
 k
 p
 g(t)
 t
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 8. Séries trigonométricas:
 8.1. Definição:
 Toda função periódica f(x), com período igual a 2 e que satisfaça as condições:
 a) Ter um número finito de descontinuidades em um período;
 b) Ter um número finito de máximos e mínimos dentro de cada período;
 c) A integral abaixo existir, isto é, ser finita:
 dxxf
 pode ser expandida ou desenvolvida em uma série trigonométrica denominada Série de
 Fourier, como se segue:
 .dxxf1
 aedxnxsenxf1
 b;dxnxcosxf1
 a
 ondenxsenbnxcosa2
 axf
 0nn
 1n
 nn0
 Os parâmetros a0, an e bn são denominados de Coeficientes de Fourier.
 Exemplo 1: Calcule os coeficientes de Fourier e obtenha a expansão em série da função
 f(x) que se segue:
 .5
 x5sen
 3
 x3senxsen
 k4
 n
 nxsenk4nxsen
 n
 k4xf0a
 00k
 xxk
 dxdxk
 dxkdxk1
 dxxf1
 a;ímparn/p
 nk4
 parn/p011
 n
 k2b
 ímparn/p1
 parn/p1ncosncos1
 n
 k2ncos20cos2
 n
 k
 ncos0cos0cosncosn
 k
 n
 nxcos
 n
 nxcosk
 dxnxsendxnxsenk
 dxnxsenkdxnxsenk1
 dxnxsenxf1
 b;0a0000n
 k
 nsen0sen0sennsenn
 k
 n
 nxsen
 n
 nxsenk
 dxnxcosdxnxcosk
 dxnxcoskdxnxcosk1
 dxnxcosxf1
 a;xf2xfe0x,k
 x0,kxf:Solução
 ímparn1n
 ímparn1n
 0
 0
 0
 0
 00
 0
 0
 n
 n
 0
 0
 0
 00
 0
 nn
 0
 0
 0
 00
 0
 n
 - k
 f (x)
 k
 - 2 x
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 Exemplo 2: Determine a série de Fourier para a função f (x), definida em um período,
 como se segue:
 x/p2
 x0,x
 0x,0
 xf
 8.2. Funções com período diferente de 2π:
 Seja f(x) uma função contínua por partes, de período P = 2 L ≠ 2 π, definida
 para todo x. Então, sua expansão em série de Fourier é dada por:
 L
 L
 L
 L0n
 L
 Ln
 1nnn
 0
 .dxxfL
 1a;dx
 L
 xnsenxf
 L
 1b;dx
 L
 xncosxf
 L
 1a
 ondeL
 xnsenb
 L
 xncosa
 2
 axf
 Exemplo 1: Seja f(x) = x2 uma função de período 2, conforme gráfico abaixo.
 Determine sua Série de Fourier.
 1n1n22
 1n22
 1n22
 0
 2
 0
 32
 0
 22
 0
 2L2
 0
 L
 L0n
 2
 0
 2
 2
 0
 2L2
 0
 L
 Ln
 22n
 2
 0
 22
 0
 2
 L2
 0
 L
 Ln
 n
 xnsen4
 n
 xncos4
 3
 4xf
 xnsenn
 4xncos
 n
 4
 3
 4xf
 3
 8a08
 3
 1x
 3
 1dxxdxx
 1
 1dxxf
 L
 1
 dxxfL
 1a;
 n
 4btabularpeladxxnsenx
 dx1
 xnsenx
 1
 1dx
 L
 xnsenxf
 L
 1dx
 L
 xnsenxf
 L
 1b
 ;n
 4atabularpeladxxncosxdx
 1
 xncosx
 1
 1
 dxL
 xncosxf
 L
 1dx
 L
 xncosxf
 L
 1a;1L2L2:Solução
 f (x)
 /2
 - x
 f(x)
 4
 - 2 2 4 x
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 Exemplo 2: Admitindo que exista uma Série de Fourier que converge para a função
 definida abaixo, determine os coeficientes desta série.
 xf4xf2x0,x
 0x2,xxf
 8.3. Funções pares e ímpares:
 8.3.1. Função par [ fp (x) ]:
 É uma função simétrica em relação ao eixo das ordenadas (y) f (-x) = f (x).
 Ex.: 1, x2, cos (nx), etc.
 a
 0 p
 a
 a p dxxf2dxxf
 8.3.2. Função ímpar [ fI (x) ]:
 É uma função simétrica em relação à origem f (-x) = - f (x). Ex.: x, x3,
 sen (nx), etc.
 0dxxfa
 a I
 8.3.3. Propriedades operatórias das funções pares e ímpares:
 1) A soma (diferença) e o produto (quociente) de duas funções pares é uma função par.
 2) A soma (diferença) de duas funções ímpares é uma função ímpar. O produto
 (quociente) é uma função par.
 3) A soma (diferença) de uma função par e uma função ímpar, não é par nem ímpar.
 4) O produto (quociente) de uma função par por uma função ímpar é uma função
 ímpar.
 8.3.4. Coeficientes de Fourier de uma função par:
 Para o coeficiente an tem-se o produto de duas funções pares pois, o cosseno é
 uma função par fp (x).
 L
 0 pn dxL
 xncosxf
 L
 2a
 Para o coeficiente bn tem-se o produto de uma função par por uma função ímpar
 pois, o seno é uma função ímpar fI (x).
 bn = 0
 Para o coeficiente a0 tem-se a integral de uma função par:
 L
 0 p0 dxxfL
 2a
 Obs.: A Série de Fourier de uma função par é denominada de série de cossenos.
 Exemplo: Determinar a Série de Fourier da função abaixo:
 xf4xf
 2x1,0
 1x1,1
 1x2,0
 xf
 Solução: Pelo gráfico verifica-se que f(x) é par bn = 0.
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 ...2
 x3cos
 3
 2
 2
 xcos
 2
 2
 1xf
 ,...11,7,3nn
 2
 ,...9,5,1nn
 2
 a
 ímparn,2
 nsen
 n
 2a
 2
 xnsen
 n
 2dx
 2
 xncos1
 2
 2a
 ;1axdx2
 2a2LL24P
 n
 n
 1
 0
 1
 0n
 0
 1
 0
 1
 00
 8.3.5. Coeficientes de Fourier de uma função ímpar:
 Para o coeficiente an tem-se o produto de uma função ímpar por outra função par
 pois, o cosseno é uma função par fI (x).
 an = 0
 Para o coeficiente bn tem-se o produto de duas funções ímpares pois, o seno é
 uma função ímpar fp (x).
 L
 0 In dxL
 xnsenxf
 L
 2b
 Para o coeficiente a0 tem-se a integral de uma função ímpar:
 a0 = 0
 Exemplo: Determine os coeficientes e a Série de Fourier para a forma de onda que se
 segue:
 Solução: Pelo gráfico da função verifica-se que f(x) é ímpar a0 e an = 0.
 ...4
 x5sen
 25
 A8
 4
 x3sen
 9
 A8
 4
 xsen
 A8xf
 ,...11,7,3nn
 A8
 ,...9,5,1nn
 A8
 b
 tabularpeladx4
 xnsenA2dx
 4
 xnsenx
 2
 Adx
 4
 xnsenx
 2
 A
 2
 1
 dx4
 xnsenA2x
 2
 Adx
 4
 xnsenx
 2
 A
 4
 2dx
 L
 xnsenxf
 L
 2b
 ;4L8L2P
 4x2,A2x2
 A
 2x2,x2
 A
 2x4,A2x2
 A
 xf
 222
 2
 2
 n
 4
 2
 4
 2
 2
 0
 4
 2
 2
 0
 L
 0 In
 f(x)
 A
 -A
 -4 -2 2 4 x
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 Obs.: A Série de Fourier de uma função ímpar é denominada de série de senos.
 8.4. Aplicação da Série de Fourier:
 Uma bateria de 12 volts é chaveada periodicamente sobre um resistor de 2 Ω
 com intervalos de 1 segundo, gerando a onda quadrada de corrente da figura abaixo.
 Calcular a potência média dissipada no resistor, delimitando o valor de cada harmônico
 desta potência.
 .W36...58,062,159,1418P
 ...25
 122
 23
 122
 2
 12232PRIPcomo
 ...t3sen3
 12tsen
 123tnsen
 n
 12
 2
 6ti
 ímparnn
 12
 parn011
 n
 6tncos
 n
 6dttnsen6
 1
 1b
 ;0tnsenn
 6dttncos6
 1
 1a;6dt6
 1
 1a:Solução
 222
 22
 ef
 ímparn1n
 n1
 0
 1
 0n
 1
 0
 1
 0n
 1
 00
 12 V 2 Ω
 i(t)(A)
 6
 1 2 3 t(s)
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