


	
		×
		

	






    
        
            
                
                    
                        
                    
                

                
                    
                        
                    
                

                
                    
                        
                            
							
                        

                    

                

                
                    	
                            Log in
                        
	
                            Upload File
                        


                

            


            
                
                    	
                            Most Popular
                        
	
                            Art & Photos
                        
	
                            Automotive
                        
	
                            Business
                        
	
                            Career
                        
	
                            Design
                        
	
                            Education
                        
	
                            Hi-Tech
                        


                    + Browse for More
                

            

        

    



    
        
            
                
                

                
                	Home
	Documents

	IA888- An lise de Sinais e de Sistemas Lineares Transformada Zricfow/IA888/LSS_slides_Cap2.pdfAula...



                




    
        
            
                
                    
                        

                        
                        
                    

                    
                        
						1

29
                        
                    

                    
                        
                        100%
Actual Size
Fit Width
Fit Height
Fit Page
Automatic


                        
                    

					
                

            

            
                
                    
                    
                    
                

                
                    

                    

                    
                        
                         Match case
                         Limit results 1 per page
                        

                        
                        

                    

                

            

            
									
    
        
        

        

        

        
        
            Aula – Transformada Z IA888- An´ alise de Sinais e de Sistemas Lineares Transformada Z Prof. Ricardo C.L.F. Oliveira Faculdade de Engenharia El´ etrica e de Computa¸ c˜ ao Universidade Estadual de Campinas 2 o Semestre 2014 Transformada Z IA888 - An´ alise de Sinais e de Sistemas Lineares 1/28 
        

        
    






				            

        

    









                
                    IA888- An lise de Sinais e de Sistemas Lineares Transformada Zricfow/IA888/LSS_slides_Cap2.pdfAula – Transformada Z IA888- An´alise de Sinais e de Sistemas Lineares TransformadaZ


                    
                                                Download PDF
                        
                        Report
                    

                    
                        	
								Upload

									others
								

							
	
                                View

                                    1
                                

                            
	
                                Download

                                    0
                                

                            


                    

                    
                    
                        
                        
                            
                                    
Facebook

                        

                        
                        
                            
                                    
Twitter

                        

                        
                        
                            
                                    
E-Mail

                        

                        
                        
                            
                                    
LinkedIn

                        

                        
                        
                            
                            
Pinterest

                        

                    


                    
                

                

                    
                    Embed Size (px)
                        344 x 292
429 x 357
514 x 422
599 x 487


                    

                    

                    
                                        Citation preview

                    Page 1
						

Aula – Transformada Z
 IA888- Analise de Sinais e de Sistemas
 Lineares
 Transformada Z
 Prof. Ricardo C.L.F. Oliveira
 Faculdade de Engenharia Eletrica e de ComputacaoUniversidade Estadual de Campinas
 2o Semestre 2014
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 1/28

Page 2
						

Transformada Z
 Definicao 1 (Transformada Z)
 A transformada Z da sequencia x[n] e dada por
 X (z) = Z x[n]=+∞
 ∑k=−∞
 x[k]z−k
 para z ∈Ωx , isto e, conjunto dos z ∈ C (complexos) para os quais a soma e finita.
 Alguns autores definem a transformada Z com a soma no intervalo k ∈ [0,+∞),por tratarem exclusivamente de sinais a direita (isto e, sinais que sao nulos parak < 0). Nesse contexto, as vezes e tambem chamada de transformada Zunilateral.
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 2/28
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Transformada Z da Funcao Impulso
 Propriedade 1 (Transformada Z da Funcao Impulso)
 Z
 δ [n]
 =+∞
 ∑k=−∞
 δ [k]z−k = 1 , Ωδ = C
 Exemplo:
 Z
 δ [n−m]
 =+∞
 ∑k=−∞
 δ [k−m]z−k = z−m , m ∈ Z+
 sendo Z+ o conjunto dos numeros inteiros positivos. O domınio da transformadae o conjunto dos complexos, com excecao de z = 0.
 Exemplo:
 Z
 δ [n+m]
 =+∞
 ∑k=−∞
 δ [k+m]z−k = zm , m ∈ Z+
 e o domınio e o conjunto dos complexos, com excecao de |z | →+∞.
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 3/28
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Propriedade da soma
 Propriedade 2 (Soma)
 Se o limite
 limz→1
 Z x[n]
 e finito e unico, entao
 limz→1
 Z x[n]= limm→+∞
 m
 ∑k=−∞
 x[k]
 Portanto, se
 z = 1 ∈ Ωx
 entao
 Z x[n]∣
 ∣
 ∣
 z=1=
 +∞
 ∑k=−∞
 x[k]
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 4/28
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Soma Geometrica
 Propriedade 3 (Soma Geometrica)
 m
 ∑k=0
 ak =1−am+1
 1−a, a ∈ C ; se |a|< 1 ⇒
 +∞
 ∑k=0
 ak =1
 1−a
 pois
 m
 ∑k=0
 ak −am
 ∑k=0
 ak = 1−am+1 ⇒m
 ∑k=0
 ak =1−am+1
 1−a
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 5/28
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Propriedade
 Propriedade 4 (Transformada Z de x[n] = anu[n])
 X (z) = Z x[n]= Z anu[n]=+∞
 ∑k=0
 (a/z)k =1
 1−az−1=
 z
 z−a,
 Ωx = z ∈ C, |z |> |a|
 Note que o domınio de existencia Ωx e o exterior do cırculo de raio |a| centradona origem e, portanto, o polo (isto e, a raiz z = a do denominador) nao pertenceao domınio. Exemplo:
 Z u[n]=+∞
 ∑n=−∞
 z−nu[n] =1
 1−z−1=
 z
 z−1, Ωu = z ∈ C : |z |> 1
 Exemplo:
 x[n] = exp(jβn)u[n] =(
 exp(jβ ))nu[n] , β > 0
 cuja transformada Z e dada por
 X (z) =z
 z−exp(jβ ), Ωx = z ∈ C : |z |> 1
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 6/28
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Propriedade
 Propriedade 5
 Z x[n] =−anu[−n−1]=−+∞
 ∑n=−∞
 anz−nu[−n−1] =−−1
 ∑n=−∞
 (z/a)−n
 =−+∞
 ∑n=1
 (z/a)n =−(z/a)
 1− (z/a)=
 z
 z−a
 Ωx = z ∈ C : |z |< |a|
 Observe que a expressao da transformada Z e a mesma da transformadaapresentada na Propriedade anterior, porem o domınio de convergencia e ointerior do cırculo de raio |a| centrado na origem.
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 7/28
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Linearidade
 Propriedade 6 (Linearidade)
 Z x[n] = ax1[n]+bx2[n]= aZ x1[n]+bZ x2[n] , Ωx =Ωx1 ∩Ωx2
 ou seja, a transformada Z e linear e o domınio de convergencia e (no mınimo) aintersecao dos domınios.
 Exemplo:x[n] = an
 (
 u[n]−u[n−m])
 , m ∈ Z+
 Z x[n]=m−1
 ∑k=0
 akz−k =1− (a/z)m
 1− (a/z)=
 1
 zm−1
 zm−am
 z−a
 Observe (por exemplo, usando a regra de l’Hopital1) que a transformada e finitaquando z → a, implicando que a nao e um polo de X (z). O domınio datransformada e o conjunto dos complexos exceto z = 0.
 1Guillaume De l’Hopital, matematico frances do seculo XVII.Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 8/28
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Exemplo
 x[n] = a|n| = a−nu[−n−1]+anu[n]⇒ Z x[n]=−1
 ∑k=−∞
 a−kz−k ++∞
 ∑k=0
 akz−k
 O segundo termo converge paraz
 z−a, |z |> |a| e o primeiro termo produz
 (az)−1
 ∑k=−∞
 a−k−1z−k−1 = (az)0
 ∑k=−∞
 (az)−k = (az)+∞
 ∑k=0
 (az)k =az
 1−az, |z |< |1/a|
 Para |a|> 1, nao ha intersecao entre as regioes e portanto a transformada Z naoexiste. De fato, a serie a|n|, para |a|> 1, diverge para n→−∞ e para n→+∞.
 Para |a|< 1, a transformada e dada por
 X (z) =z
 z−a−
 z
 z−1/a
 e o domınio da transformada e a coroa circular centrada na origem dado por|a|< |z |< 1
 |a|
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 9/28
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Domınio da Transformada Z
 Propriedade 7 (Domınio da Transformada Z)
 O que determina o domınio da transformada Z de uma funcao x[n] e aconvergencia da soma que define a transformada Z x[n], isto e, o domınioe o conjunto de valores de z para os quais a soma e finita.
 Os polos (valores de z para os quais a funcao tende para infinito; em geral,sao as raızes do denominador) nao pertencem ao domınio.
 O domınio nao pode ser obtido apenas a partir da expressao datransformada X (z). Por exemplo, a transformada Z do degrau e dada porz
 z−1 e existe para todo z 6= 1. No entanto, o domınio e a regiao |z |> 1.
 O domınio e definido por restricoes sobre o modulo de z.
 Se x[n] tem duracao finita, o domınio Ωx e todo o plano complexo, exceto(possivelmente) z = 0 e/ou |z | →+∞.
 Se x[n] = 0 para n<m, m ∈ Z (sinal a direita), o domınio (se existir) e oexterior do menor cırculo que contem todos os polos.
 Se x[n] = 0 para n>m, m ∈ Z (sinal a esquerda), o domınio (se existir) e ointerior do maior cırculo que nao contem nenhum polo.
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 10/28
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Propriedade
 Propriedade 8 (Transformada Z de x[n] = an)
 X (z) = Z x[n]=+∞
 ∑k=−∞
 akz−k =+∞
 ∑k=0
 (a/z)k +−1
 ∑k=−∞
 (a/z)k
 Para |z | ≤ |a|, o primeiro termo diverge e, para |z | ≥ |a|, o segundo termo diverge.Portanto, nao existe a transformada Z de x[n] = an (a soma diverge em todoz ∈ C).
 Exemplo:
 x[n] = 2n+1 cos(3n)u[n] =(
 2exp(j3))nu[n]+
 (
 2exp(−j3))nu[n]
 X (z) =z
 z−2exp(j3)+
 z
 z−2exp(−j3), Ωx = z ∈ C : |z |> 2
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 11/28
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Teorema da Convolucao
 Teorema 1 (Teorema da Convolucao)
 A transformada Z da convolucao de dois sinais e o produto das transformadas, ouseja,
 Z
 x[n] = x1[n]∗x2[n]
 = Z x1[n]Z x2[n] , Ωx =Ωx1 ∩Ωx2
 Prova:
 Z
 x1[n]∗x2[n]
 =+∞
 ∑k=−∞
 (
 +∞
 ∑n=−∞
 x1[n]x2[k−n]
 )
 z−k =+∞
 ∑k=−∞
 +∞
 ∑n=−∞
 x1[n]z−nx2[k−n]z−(k−n)
 =+∞
 ∑n=−∞
 x1[n]z−n
 +∞
 ∑k=−∞
 x2[k−n]z−(k−n) =+∞
 ∑n=−∞
 x1[n]z−n
 +∞
 ∑m=−∞
 x2[m]z−m =X1(z)X2(z)
 Exemplo: y [n] = x[n]∗x[n] , x[n] = δ [n−1]+δ [n+1]⇒ y [n] = δ [n−2]+2δ [n]+δ [n+2]
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 12/28
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Operador Derivada
 Propriedade 9 (Operador Derivada)
 Z y [n] = nx[n]=
 (
 −zd
 dz
 )
 X (z) , Ωy =Ωx pois
 d
 dzZ x[n]=
 d
 dz
 +∞
 ∑n=−∞
 x[n]z−n
 =−z−1+∞
 ∑n=−∞
 nx[n]z−n ⇒
 −zd
 dzZ x[n]= Z nx[n]
 Z y [n] = n2x[n]=
 (
 −zd
 dz
 )2
 X (z) , Ωy =Ωx pois
 Z n2x[n]= Z nv [n]=
 (
 −zd
 dz
 )
 V (z) =
 (
 −zd
 dz
 )(
 −zd
 dz
 )
 X (z)
 Generalizando,
 Z y [n] = nmx[n]=
 (
 −zd
 dz
 )m
 X (z) , Ωy =Ωx
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 13/28
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Deslocamento a Direita (atraso)
 Propriedade 10 (Deslocamento a Direita (atraso))
 Z y [n] = x[n−m]u[n−m]= z−mZ x[n]u[n] , m ∈ Z+ , Ωy =Ωx
 pois
 Z x[n−m]u[n−m]=+∞
 ∑k=−∞
 x[k−m]u[k −m]z−k =+∞
 ∑k=−∞
 x[k]u[k]z−(k+m) =
 z−mZ x[n]u[n]
 Exemplo:
 Z (−a)n−1u[n−1]= z−1Z (−a)nu[n]= z−1 z
 z+a=
 1
 z+a, |z |> |a|
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 14/28
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Deslocamento a Esquerda (avanco)
 Propriedade 11 (Deslocamento a Esquerda (avanco))
 Z x[n+1]u[n]= z(
 Z x[n]u[n]−x[0])
 pois
 Z x[n+1]u[n] =+∞
 ∑n=−∞
 x[n+1]u[n]z−n = z+∞
 ∑n=−∞
 x[n+1]u[n]z−(n+1)
 = z+∞
 ∑n=−∞
 x[n]u[n−1]z−n = z( +∞
 ∑n=−∞
 x[n]u[n]z−n−x[0])
 Observe que, se x[0] = 0, multiplicar a transformada por z equivale a deslocarx[n] para x[n+1]
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 15/28

Page 16
						

Generalizacao
 Propriedade 12
 Z x[n+2]u[n]= z2(
 Z x[n]u[n]−x[0]−z−1x[1])
 pois
 y [n] = x[n+1]u[n] ⇒ y [0] = x[1] , y [n+1] = x[n+2]u[n+1]
 Z x[n+2]u[n]=Z y [n+1]u[n]= z(
 Z y [n]u[n]−y [0])
 =
 = z(
 Z x[n+1]u[n]−x[1])
 = z(
 z(
 Z x[n]u[n]−x[0])
 −x[1])
 Generalizando,
 Z x[n+m]u[n]= zm(
 Z x[n]u[n]−m−1
 ∑k=0
 x[k]z−k)
 , m ∈ Z+
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 16/28
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Exemplo
 Exemplo:
 Z (n+1)anu[n]= z(
 Z
 nan−1u[n]
 − (nan−1)∣
 ∣
 ∣
 n=0
 )
 Utilizando a Propriedade da derivada, tem-se
 Z nan−1u[n]=
 (
 −zd
 dz
 )
 Z an−1u[n]
 Como
 Z an−1u[n]=1
 a(1−az−1)−1
 ⇒ Z (n+1)anu[n]=Z
 (
 n+11
 )
 anu[n]
 = (1−az−1)−2 , |z |> |a|
 sendo a combinacao de n termos m a m dada por
 (
 nm
 )
 =n!
 m!(n−m)!, 0≤m ≤ n , m,n ∈ N= 0,1,2, . . .
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 17/28
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Exemplo
 Exemplo:
 Z
 (
 n+22
 )
 anu[n]
 =Z
 (n+2)(n+1)
 2anu[n]
 = zZ (n+1)n
 2an−1u[n]
 =
 = z
 (
 −zd
 dz
 )
 Z
 (n+1)
 2an−1u[n]
 =z
 2a
 (
 −zd
 dz
 )
 (1−az−1)−2
 pelo resultado do exemplo anterior. Portanto,
 Z
 (
 n+22
 )
 anu[n]
 = (1−az−1)−3 , |z |> |a|
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 18/28
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Combinatoria
 Propriedade 13 (Combinatoria)
 Generalizando os exemplos anteriores, tem-se
 Z
 (
 n+mm
 )
 anu[n]
 =(1−az−1)−(m+1) =zm+1
 (z−a)m+1, m ∈N , |z |> |a|
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 19/28
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Combinatoria com Deslocamento
 Propriedade 14 (Combinatoria com Deslocamento)
 Z
 (
 nm
 )
 an−mu[n]
 =z
 (z−a)m+1, |z |> |a| , m ∈ N
 pois, aplicando a Propriedade atraso na Propriedade combinatoria, tem-se
 z−mZ
 (
 n+mm
 )
 anu[n]
 = Z
 (
 nm
 )
 an−mu[n−m]
 =
 z−m
 (1−az−1)m+1=
 z
 (z−a)m+1
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 20/28

Page 21
						

Reversao no Tempo
 Propriedade 15 (Reversao no Tempo)
 y [n] = x[−n] ⇒ Y (z) = X (z−1) , Ωy = z−1 ∈Ωx
 pois
 X (z) =+∞
 ∑k=−∞
 x[k]z−k ⇒ X (z−1) =+∞
 ∑k=−∞
 x[k]zk =+∞
 ∑k=−∞
 x[−k]z−k = Z y [n]
 Exemplo: A transformada Z de x[n] = ρnu[−n] pode ser obtida definindo-se
 y [n] = x[−n] = ρ−nu[n] ⇒ Y (z) =z
 z −ρ−1, |z |> ρ−1
 implicando em
 X (z) =z−1
 z−1−ρ−1=
 ρρ −z
 , |z |< ρ
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 21/28
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Valor Inicial
 Propriedade 16 (Valor Inicial)
 Considere x[n] um sinal a direita de n = 0, isto e, x[n] = x[n]u[n] com x[0] finito,cuja transformada X (z) possui domınio Ωx nao vazio. Entao,
 x[0] = lim|z |→+∞
 X (z)
 Prova: Como x[n] = 0 para n < 0, o domınio Ωx e o exterior de um cırculo deraio limitado (para X (z) racional, o domınio e o exterior do cırculo de menor raioque contem os polos), e portanto |z | →+∞ pertence a Ωx .
 X (z) =+∞
 ∑n=−∞
 x[n]u[n]z−n = x[0]++∞
 ∑n=1
 x[n]z−n ⇒ lim|z |→+∞
 X (z) = x[0]
 Observe que se X (z) for racional (razao de dois polinomios em z), a ordem donumerador e necessariamente menor ou igual a do denominador para que o limiteexista. Nesse caso, X (z) e denominada funcao propria.
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 22/28
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Valor Final
 Propriedade 17 (Valor Final)
 Considere X (z) com domınio |z |> ρ, 0< ρ ≤ 1. Se o limite
 limz→1
 (z−1)X (z)
 e finito, entao
 limm→+∞
 x[m] = limz→1
 (z−1)X (z)
 Observe que, como (z−1)X (z) deve ser finito em z = 1, X (z) pode no maximoter um polo em z = 1. Note tambem que z = 1 nao necessariamente precisapertencer ao domınio.Exemplo: Considere
 X (z) =z+1
 z+1/3, |z |> 1/3
 x[0] = lim|z |→+∞
 X (z) = 1,+∞
 ∑k=−∞
 x[k] = limz→1
 X (z) = 3/2
 limn→+∞
 x[n] = limz→1
 (z−1)X (z) = limz→1
 (z−1)(z+1)
 z+1/3= 0
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 23/28
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Transformada Inversa
 Propriedade 18 (Transformada Inversa)
 A transformada inversa da transformada Z de funcoes racionais pode sercomputada pelo algoritmo de Briot-Ruffinia de divisao de polinomios.
 A transformada inversa da transformada Z cujo domınio e o exterior de umcırculo e uma sequencia a direita.
 A transformada inversa da transformada Z cujo domınio e o interior de umcırculo e uma sequencia a esquerda.
 A transformada inversa da transformada Z cujo domınio e uma coroacircular centrada na origem e uma sequencia que existe a esquerda e adireita do zero.
 A transformada inversa da transformada Z cujo domınio e todo o planocomplexo, exceto possivelmente ou z = 0, ou |z | →+∞ ou ambos, e dadapor uma sequencia de duracao finita.
 aCharles Auguste Briot, frances do seculo XIX e Paolo Ruffini, italiano doseculo XVIII.
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 24/28
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Exemplo de Transformada inversa
 Exemplo: Considere
 X (z) =z
 z−a, |z |> |a|
 Entaoz ∠z−az−a 1+az−1+a2z−2+ · · ·
 aa−a2z−1
 a2z−1
 X (z) =z
 z −a= 1+az−1+a2z−2+ · · · ⇒ x[n] = anu[n]
 pois, comparando X (z) com a definicao de transformada Z, obtem-se os termosx[n] (identidade de polinomios).Note que a serie converge apenas para |z |> |a|.
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 25/28
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Exemplo de Transformada inversa
 X (z) =2z2−5z
 (z−2)(z −3)=
 z
 z−2+
 z
 z−3, |z |> 3
 Para o domınio em questao, tem-se
 x[n] = (2n+3n)u[n]
 Note que a Propriedade da soma nao se aplica, pois z = 1 nao pertence aodomınio. De fato, X (1) =−3/2 e a soma diverge.
 A Propriedade do valor inicial e verificada, pois
 X (+∞) = 2 e x[0] = 2
 Neste caso, tambem nao se aplica a Propriedade do valor final, pois o domınionao verifica a hipotese |z |> ρ com ρ ≤ 1.
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 26/28
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Exemplo de Transformada inversa (fracoes parciais)
 A transformada Z inversa de funcoes racionais proprias X (z) com domınio noexterior de um cırculo (series a direita) pode ser obtida pela Propriedadecombinatoria com deslocamento por meio da expansao em fracoes parciais deX (z)/z na variavel z .Exemplo: Considere ρ 6= 1 e Y (z) dado por
 Y (z) =z2
 (z−ρ)(z−1), |z |>max|ρ|,1
 Y (z)
 z=
 z
 (z −ρ)(z−1)=
 a
 z−ρ+
 b
 z−1
 a=−ρ
 1−ρ, b =
 1
 1−ρ
 Usando a Propriedade combinatoria com deslocamento, tem-se
 y [n] = aρnu[n]+bu[n] =1−ρn+1
 1−ρu[n]
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 27/28
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Fracoes parciais – polos multiplos
 Para a transformada X (z) dada por
 X (z)
 z=
 z
 (z−1)3=
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 28/28
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Fracoes parciais – polos multiplos
 Para a transformada X (z) dada por
 X (z)
 z=
 z
 (z−1)3=
 a1z−1
 +a2
 (z−1)2+
 a3(z−1)3
 , |z |> 1
 tem-se a1 = 0, a2 = 1 e a3 = 1. Portanto,
 x[n] =
 (
 n1
 )
 u[n]+
 (
 n2
 )
 u[n] =n(n+1)
 2u[n]
 Transformada Z IA888 - Analise de Sinais e de Sistemas Lineares 28/28
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