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Captulo 1

Equaes diferenciais de 1a ordem

As equaes diferenciais distinguem-se em dois grupos importantes:
as equaes diferenciaisordinrias e as equaes s derivadas parciais.
Nas equaes diferenciais ordinrias intervmfunes de apenas uma
varivel e as suas derivadas, ditas ordinrias. Enquanto que nas
parciais,intervm funes com mais do que uma varivel e as suas
derivadas parciais. Neste texto, vamosestudar apenas as equaes
diferenciais ordinrias e, dentro destas, comeamos aqui no
primeirocaptulo pelo estudo das equaes diferenciais de primeira
ordem.

1.1 Primeiras noes

Definio 1.1.1 Designa-se por equao diferencial ordinria de 1a
ordem a toda aequao que estabelece uma relao entre a varivel
independente x, a funo incgnita y(x) ea sua derivada y(x), i.e.,
uma equao do tipo

F (x, y(x), y(x)) = 0,

onde F uma funo dada, definida em certo subconjunto de R3:

F : R3 R.Como vamos apenas tratar de equaes diferenciais
ordinrias, no decurso destas notas, iremosdeixar cair o adjectivo
"ordinrias".

A funo incgnita y(x) , por vezes, designada por varivel
dependente da equao diferencial.Fixando este conhecimento, podemos
escrever a equao diferencial na forma seguinte maissimples:

F (x, y, y) = 0.

Notando que a derivada de uma funo y se pode escrever na
forma

y =d y

d x,

podemos escrever a equao diferencial, de equao F (x, y, y) = 0,
na forma seguinte:

A(x, y) dx+B(x, y) dy = 0;

onde A e B so funes dadas, definidas em subconjuntos de R2.

1


	
2 1 EQUAES DIFERENCIAIS DE 1a ORDEM

Exemplo 1.1.1y + xy = 0 , onde F (x, y, y) = y + xy .

A equao diferencial do exemplo anterior pode, tambm, ser escrita
numa das formas equiva-lentes seguintes:

dy

dx+ xy = 0 ou xy dx+ dy = 0 .

Definio 1.1.2 Chama-se soluo de uma equao diferencial de 1a
ordem, no inter-valo (a, b), a uma funo y = (x) derivvel em (a,b),
tal que, ao substituirmos y por (x) naequao diferencial, esta
transforma-se numa identidade em ordem a x, em (a, b).

Sempre que possvel encontrar uma expresso explcita y = (x),
dizemos que a soluo daequao diferencial explcita.

Exemplo 1.1.2 Verifique que a funo y = 2 + ex uma soluo explcita
da equao difer-encial:

y + y 2 = 0 .Por vezes no possvel apresentar uma soluo explcita
para dada equao diferencial. Apenasconseguimos apresentar uma
equao

G(x, y) = 0

que define, num intervalo (a, b), pelo menos, uma funo real y =
(x) que soluo explcitada equao diferencial. Neste caso, dizemos que
a soluo y = (x) est definida de formaimplcita pela equao G(x, y) =
0.

Exemplo 1.1.3 Verifique que a famlia de funes y = (x) que
satisfazem equao

x2 + y2 = 4

so solues implcitas, no intervalo (2, 2), da equao
diferencial2x+ 2yy = 0.

A famlia de funesy = (x, C) ,

dependente de uma constante arbitrria C, que resolvem uma equao
diferencial num intervalo,designa-se por soluo geral da equao
diferencial. Chama-se soluo particular, a todaa funo que se obtm da
soluo geral y = (x, C), quando se concretiza a constante C, isto, a
uma funo

y = (x, C0) , com C0 = constante fixa .

Designa-se por soluo singular de uma equao diferencial, a uma
funo

y = (x) ,

que resolve uma equao diferencial num intervalo, mas que no se
obtm a partir da soluogeral.

c Hermenegildo Borges de Oliveira, 2007/2008


	
3 1 EQUAES DIFERENCIAIS DE 1a ORDEM

Exemplo 1.1.4 Considere a equao diferencial seguinte:

(y)2

2+ xy y = 0 .

1. Verifique que a famlia de funes

y = Cx+C2

2, C = constante ,

uma soluo geral da equao diferencial dada.

2. Justifique que a funoy = 2x+ 2, C = constante ,

uma soluo particular da equao diferencial dada.

3. Verifique que a funo

y = 12x2

uma soluo singular da equao diferencial dada.

Definio 1.1.3 Uma equao diferencial diz-se escrita na forma
normal, se puder ser es-crita do modo seguinte:

y(x) = f(x, y(x));

onde f(x, y) uma funo contnua, definida num domnio de R2.

Por exemplo, as equaes diferenciais

y + xy = 0 e 2x+ 2yy = 0

podem ser escritas, respectivamente, nas formas normais
seguintes:

y = f(x, y) , f(x, y) = xy e y = f(x, y) , f(x, y) = xy.

Definio 1.1.4 Chama-se curva integral duma equao diferencial

F (x, y, y) = 0 ,

ao grfico de uma soluo y = (x) dessa equao diferencial.

Exerccios 1.1.1 1. Considere as equaes diferenciais
seguintes:

(A) dydx

= e2x ; (B) dy = (y2 + x)dx ;(C) y + 4y = (x2 + 1)3 ; (D) x2dy +
3ydx = 25dx ;(E) yy + x = 3 ; (F) y (y)3 + y = senx .

a) Indique a ordem de cada uma das equaes diferenciais.b)
Distinga as equaes diferenciais lineares das no lineares.c) Quando
possvel, escreva as equaes diferenciais na forma normal.

c Hermenegildo Borges de Oliveira, 2007/2008


	
4 1 EQUAES DIFERENCIAIS DE 1a ORDEM

2. Considere a equao diferencialy + 4y = 0 .

a) Mostre que as funes y1 = cos(2x) e y2 = sen(2x) so suas
solues (solues partic-ulares).b) Sendo c1 e c2 constantes
arbitrrias, mostre que y = c1y1 + c2y2 , tambm suasoluo(soluo
geral).c) Verifique, agora, que

y = 3sen(x) cos(2x) +[3

2ln | csc(x) cot(x)|+ 3 cos(x)

]sen(2x)

uma soluo (soluo particular) da equao diferencial y + 4y = 3
csc(x).d) Mostre, ainda, que

y = 3sen(x) cos(2x) +[3

2ln | csc(x) cot(x)|+ 3 cos(x)

]sen(2x) + y

soluo desta ltima equao diferencial (soluo geral)

3. Mostre que as funes y1 = x2 e y2 = x2 ln(x) so solues da
equao diferencial

x2y 3xy + 4y = 0 x > 0 .Verifique se y = y1 + y2 soluo desta
equao diferencial.

1.2 Equaes de variveis separadas

Definio 1.2.1 Chama-se equao diferencial de variveis separadas,
a toda a equaodiferencial que puder ser escrita na forma
seguinte:

y = f(x, y) , com f(x, y) = A(x)B(y)

.

Uma equao diferencial de variveis separadas pode, tambm,
aparecer escrita numa das for-mas equivalentes seguintes:

A(x) +B(y)y = 0

ouA(x) dx+B(y) dy = 0 .

Esta ltima escrita justifica a denominao de equao diferencial de
variveis separadas.

Proposio 1.2.1 A soluo geral de uma equao diferencial de
variveis separadas

y = f(x, y) , com f(x, y) = A(x)B(y)

,

dada, de forma implcita, pela equao integral seguinte:A(x)
dx+

B(y) dy = 0 .

c Hermenegildo Borges de Oliveira, 2007/2008


	
5 1 EQUAES DIFERENCIAIS DE 1a ORDEM

DEMONSTRAO: Basta integrar a equao diferencial A(x) dx+B(y) dy =
0.

Exemplo 1.2.1 Determine a soluo geral da equao diferencial de
variveis separadas seguinte:

ex + yy = 0 .

Exerccios 1.2.1 Resolva as equaes diferenciais de varveis
separadas seguintes:

a)dy

y+ 2xdx = 0 ; b) y = x cos(2x) ; c) yy + 4x = 0 .

1.3 Equaes diferenciais de variveis separveis

Por vezes, apesar de uma dada equao diferencial no ser de
variveis separadas, possvelreduzi-la, por meio de operaes algbricas
simples, a uma equao diferencial desse tipo.

Definio 1.3.1 Chama-se equao diferencial de variveis separveis,
a toda a equaodiferencial que puder ser escrita na forma
seguinte:

y = f(x, y) , com f(x, y) = A(x, y)B(x, y)

,

onde as funes A(x, y) e B(x, y), definidas num domnio de R2,
podem ser separadas emfunes de x e de y:

A(x, y) = A1(x)A2(y) , B(x, y) = B1(x)B2(y).

As equaes diferenciais de variveis separveis podem ser escritas
nas formas equivalentesseguintes:

A(x, y) +B(x, y)y = 0

ouA(x, y) dx+B(x, y) dy = 0 ;

com A(x, y) = A1(x)A2(y) e B(x, y) = B1(x)B2(y).

Proposio 1.3.1 A soluo geral de uma equao diferencial de
variveis separveis

y = f(x, y) , com f(x, y) = A(x, y)B(x, y)

, A(x, y) = A1(x)A2(y) , B(x, y) = B1(x)B2(y).

dada, de forma implcita, pela equao integral seguinte:A1(x)

B1(x)dx+

B2(y)

A2(y)dy = 0 , B1(x) 6= 0 , A2(y) 6= 0.

DEMONSTRAO: Admitindo que B1(x) 6= 0 e A2(y) 6= 0, dividimos a
equao diferencialA1(x)A2(y) dx+B1(y)B2(y) dy = 0 por B1(x)A2(y) e
integra-se a equao resultante.

Exemplo 1.3.1 Determine a soluo geral da equao diferencial de
variveis separveis seguinte:

3(y2 + 1) dx+ 2xy dy = 0 .

Exerccios 1.3.1 Resolva as equaes diferenciais de variveis
separveis seguintes:

a) y + (x+ 2)y2 = 0 ; b) yepix = y2 + 1 , c)dy

dx= xy2ex .

c Hermenegildo Borges de Oliveira, 2007/2008


	
6 1 EQUAES DIFERENCIAIS DE 1a ORDEM

1.4 Equaes diferenciais homogneas

Existem equaes diferenciais que, no sendo de variveis separveis,
podem ser reduzidas aestas por meio de uma substituio adequada.

Definio 1.4.1 Seja f : R2 R uma funo definida num domnio D.
Diz-se que f(x, y) uma funo homognea de grau , em x e em y, se

f(tx, ty) = tf(x, y) para todos t > 0 e (x, y) D.No caso de =
0, temos uma funo homognea de grau zero.

Exemplo 1.4.1 Mostre que f(x, y) = x2 + y2 xy uma funo homognea
de grau 2.Definio 1.4.2 Designa-se por equao diferencial homognea,
a toda a equao difer-encial que puder ser escrita na forma

A(x, y) dx+B(x, y) dy = 0 ,

onde as funes A(x, y) e B(x, y), definidas num domnio de R2, so
ambas homogneas domesmo grau.

Proposio 1.4.1 SejaA(x, y) dx+B(x, y) dy = 0 (1.4.1)

uma equao diferencial homognea. Ento a substituio

y(x) = xu(x)

transforma a equao diferencial dada numa equao diferencial de
variveis separveis em xe em u:

A(x, u) dx+ B(x, u) du = 0 .DEMONSTRAO: Se a equao diferencial
(1.4.1) homognea, ento, por definio, as funesA e B so homogneas do
mesmo grau, digamos . Ento, para t = x1, temos

1

xA(x, y) = A

(1

xx,

1

xy

)= A

(1,y

x

)e

1

xB(x, y) = B

(1

xx,

1

xy

)= B

(1,y

x

).

Assim, multiplicando (1.4.1) por t = x, obtemos

A(1,y

x

)dx+B

(1,y

x

)dy = 0 . (1.4.2)

Introduzamos, agora, uma nova funo pondo

u(x) =y(x)

x. (1.4.3)

Ento y = xu, d y = x du+ u dx e obtemos, a partir de
(1.4.2),

A(1, u) dx+B(1, u) (x du+ u dx) = 0 (A(1, u) +B(1, u)u) dx+B(1,
u)x du . (1.4.4)Esta ltima, uma equao diferencial de variveis
separveis em x e em u.

As equaes diferenciais homogneas so, pois, reduzidas a equaes
diferenciais de variveisseparveis, que j sabemos resolver. Depois
da soluo da equao diferencial nas variveis x eu ser determinada, h
que regressar varivel dependente y original pela substituio
(1.4.3).

c Hermenegildo Borges de Oliveira, 2007/2008


	
7 1 EQUAES DIFERENCIAIS DE 1a ORDEM

Exemplo 1.4.2 Considere a equao diferencial seguinte:

(2x2 + y2) dx xy dy = 0 .a) Mostre que se trata de uma equao
diferencial homognea.b) Determine a soluo geral da equao
diferencial dada.

Exerccios 1.4.1 Verifique que as equaes diferenciais seguintes
so homogneas e resolva-asusando os procedimentos desta seco:

a) xy y x2 y2 = 0 ; b) 2xyy = y2 x2 ; c) y = x y

2x+ 4y.

1.5 Equaes diferenciais exactas

Definio 1.5.1 Seja u(x, y) uma funo definida e com derivadas
parciais contnuas numdomnio de R2. Define-se o diferencial da funo
u por

du = u

xdx+

u

ydy.

Exemplo 1.5.1 Determine o diferencial da funo f(x, y) = x3y 3x2
+ y2 .

Definio 1.5.2 Uma equao diferencial da forma

A(x, y) dx+B(x, y) dy = 0

diz-se exacta, se existir uma funo u(x, y) tal que A(x, y) dx+
B(x, y) dy o diferencial deu, isto , se

du = A(x, y) dx+B(x, y) dy.

Proposio 1.5.1 SejaA(x, y) dx+B(x, y) dy = 0

uma equao diferencial exacta. Ento existe uma funo u(x, y)
satisfazendo a u x

= A(x, y)

u y

= B(x, y)

u(x, y) =

A(x, y) dx

u(x, y) =B(x, y) dy .

e tal que a equaou(x, y) = C , C = constante ,

define, de forma implcita, a soluo geral da equao diferencial
dada.

DEMONSTRAO: uma consequncia imediata da definio de equao
diferencial exacta.

Postas as definies, resta-nos encontrar um critrio para
verificar se determinada equaodiferencial ou no exacta. A proposio
seguinte d-nos uma condio necessria e suficientepara isto
acontecer.

c Hermenegildo Borges de Oliveira, 2007/2008


	
8 1 EQUAES DIFERENCIAIS DE 1a ORDEM

Proposio 1.5.2 Consideremos uma equao diferencial da forma

A(x, y) dx+B(x, y) dy = 0 , (1.5.5)

onde A(x, y) e B(x, y) so funes com derivadas parciais contnuas
num domnio aberto D R2. condio necessria e suficiente para a equao
diferencial (1.5.5) ser exacta que

A

y= B

xpara todos (x, y) D. (1.5.6)

DEMONSTRAO:

Vamos provar a necessidade da condio (1.5.6). SejaA(x, y)dx+B(x,
y)dy = 0

uma equao diferencial exacta. Ento, por definio, existe uma funo
u(x, y) tal que

d u = A(x, y) dx+B(x, y) dy.

Mas,

d u = u

xdx+

u

ydy

e, portanto,

A(x, y) = u

x, B(x, y) =

u

y.

Estas duas equaes conduzem s relaes

A

y=

2u

x ye

B

x=

2u

y x.

Mas,2u

y x=

2u

x y,

porque estas derivadas so contnuas. Portanto, se a equao
diferencial (1.5.5) exacta,ento verifica-se (1.5.6).

Agora, vamos provar que a condio (1.5.6) suficiente. Suponhamos,
ento, que (1.5.6) verificada. Construmos uma funo u(x, y) de tal
forma que

u(x, y) =

xx0

A(s, y)ds+

yy0

B(x0, t)dt , (1.5.7)

ou

u(x, y) =

yy0

B(x, s)ds+

xx0

A(t, y0)dt , (1.5.8)

onde (x0, y0) um ponto de D. fcil verificar que, no caso de
(1.5.7), utilizando (1.5.6),

u

x= A(x, y),

c Hermenegildo Borges de Oliveira, 2007/2008


	
9 1 EQUAES DIFERENCIAIS DE 1a ORDEM

u

y=

xx0

A(s, y)

yds+B(x0, y) =

xx0

B(s, y)

xds+B(x0, y) = B(x, y)

e que, no caso de (1.5.8),u

y= B(x, y),

u

x=

yy0

B(x, s)

xds+ A(x, y0) =

yy0

A(x, s)

yds+ A(x, y0) = A(x, y).

Isto prova que a equao diferencial (1.5.5) exacta.

Observao 1.5.1 Resulta da proposio anterior que, a existir, a
funo u(x, y) ter as se-gundas derivadas parciais contnuas em D.

Exemplo 1.5.2 Considere a equao diferencial seguinte:

(2xy + 3y) dx+ (4y3 + x2 + 3x+ 4) dy = 0 .

a) Mostre que se trata de uma equao diferencial exacta.b)
Determine a soluo geral da equao diferencial dada.

Exerccios 1.5.1 1. Supondo que o diferencial total de uma funo
u(x, y) dado por

du = 3x(xy 2)dx+ (x3 + 2y)dy ,determine u(x, y).

2. Considere as equaes diferenciais seguintes:

(A) (1+2xy3)dx+3x2y2dy = 0 ; (B) [cos(y)senh(x) + 1] dx+sen(y)
cosh(x) dy = 0 ;

(C) 3x2(1 + ln y)dx+

(x3

y 2y

)dy = 0 ; (D) 4xy x3 + (2x2 y)y = 0 .

a) Verifique que estas equaes diferenciais so exactas.b) Resolva
as equaes diferenciais dadas acima.

1.6 Mtodo do factor integrante

Existem equaes diferenciais que, no sendo exactas, podero ser
transformadas em exactasse as multiplicarmos por um factor
apropriado.

Definio 1.6.1 Consideremos uma equao diferencial da forma

A(x, y) dx+B(x, y) dy = 0 . (1.6.9)

Chama-se factor integrante da equao diferencial (1.6.9), a uma
funo (x, y) que multi-plicado pela equao (1.6.9) a transforma numa
equao diferencial exacta:

(x, y)A(x, y) dx+ (x, y)B(x, y) dy = 0 .

c Hermenegildo Borges de Oliveira, 2007/2008


	
10 1 EQUAES DIFERENCIAIS DE 1a ORDEM

Exemplo 1.6.1 Considere a equao diferencial seguinte:

(x2 + y2 x) dx y dy = 0 .

a) Verifique que esta equao diferencial no exacta.b) Mostre que
a funo (x, y) = (x2 + y2)1 um factor integrante da equao dada.

O problema mais delicado reside em determinar um possvel factor
integrante para uma equaodiferencial. Nos casos mais simples, os
factores integrantes so determinados por tentativas.No entanto, se
quisermos factores integrantes dependentes de uma s varivel,
podemos derivarfrmulas para os determinar, no caso de
existirem.

Proposio 1.6.1 Consideremos uma equao diferencial da forma

A(x, y) dx+B(x, y) dy = 0 . (1.6.10)

1. A equao diferencial (1.6.10) admite um factor integrante
dependente apenas de x, se es se a expresso seguinte uma funo
somente de x:

B x A

y

B. (1.6.11)

A expresso do factor integrante :

(x) = C ea(x) dx, a(x) =

B x A

y

B, C = constante . (1.6.12)

2. A equao diferencial (1.6.10) admite um factor integrante
dependente apenas de y, se es se a expresso seguinte uma funo
somente de y:

A y B

x

A. (1.6.13)

Neste caso, a expresso do factor integrante :

(y) = C ea(y) dy, a(y) =

A y B

x

A, C = constante . (1.6.14)

DEMONSTRAO:

1. Suponhamos que a equao diferencial (1.6.10) admite um factor
integrante dependenteapenas de x: (x). Ento, a equao
diferencial

(x)A(x, y) dx+ (x)B(x, y) dy = 0 (1.6.15)

exacta e temos (A)

y= (B)

x.
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Tendo em conta que uma funo apenas de x, temos

A

y= B +

B

x

=

B x A

y

B(1.6.16)

e, portanto, (1.6.11) uma funo somente de x. Reciprocamente, se
(1.6.11) umafuno somente de x, obtm-se que (1.6.15) uma equao
diferencial exacta. Portanto,a equao diferencial (1.6.10) admite um
factor integrante dependente apenas de x. In-tegrando (1.6.16) em
ordem a x, obtemos (1.6.14).

2. Suponhamos, agora, que a equao diferencial (1.6.10) admite um
factor integrante de-pendente apenas de y: (y). Ento,

(y)A(x, y) dx+ (y)B(x, y) dy = 0 (1.6.17)

uma equao diferencial exacta e temos

(A)

y= (B)

x.

Como uma funo apenas de y, temos

A+ A

y=

B

x

=

A y B

x

A(1.6.18)

e, portanto, (1.6.13) uma funo somente de y. Reciprocamente, se
(1.6.13) uma funosomente de y, obtm-se que (1.6.17) uma equao
diferencial exacta. Portanto, a equaodiferencial (1.6.10) admite um
factor integrante dependente apenas de y. Integrando(1.6.18) em
ordem a y, obtemos (1.6.14).

Exemplo 1.6.2 Usando o Mtodo do Factor Integrante, resolva a
equao diferencial seguinte:

(xy2 y3) dx+ (1 xy2) dy = 0 .Exerccios 1.6.1 Usando o Mtodo do
Factor Integrante, resolva as equaes diferenciaisseguintes:

a) (ex+y y) dx+ (xex+y + 1) dy = 0 ; b) [sen(y) cos(y) + x
cos2(y)] dx+ x dy = 0 .1.7 Equaes diferenciais lineares

Definio 1.7.1 Uma equao diferencial

F (x, y, y) = 0

diz-se linear se for linear nas variveis y e y, isto , se for da
forma

y + a(x)y = b(x) ,

onde a(x) e b(x) so funes contnuas num mesmo intervalo de R.
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Se b(x) 0, a equao diferencial vem na formay + a(x)y = 0

e designa-se por equao diferencial linear homognea1. No caso de
b(x) 6= 0, a equaodesigna-se por equao diferencial linear completa,
ou no homognea. Por outro lado, sea(x) = 0, obtemos a equao
diferencial de variveis separveis

y = b(x) dy b(x) dx = 0 .Proposio 1.7.1 A soluo geral de uma
equao diferencial linear da forma

y + a(x)y = b(x) , (1.7.19)

dada por

y(x) = e xx0a(s) ds

( xx0

b(s)e ss0a(t) dt

ds+ C

), C = constante . (1.7.20)

DEMONSTRAO: De facto, multiplicando a equao diferencial (1.7.19)
por e xx0a(s) ds, obtemos(

e xx0a(s) ds

y(x))

= e xx0a(s) ds

b(x) . (1.7.21)

Integrando (1.7.21) entre x0 e x, obtemos (1.7.20).

No caso particular da equao diferencial linear homognea, b(x) 0
e a soluo geral dadapor

y(x) = C e xx0a(s) ds

, C = constante .

Exemplo 1.7.1 Determine as solues gerais das equaes diferenciais
lineares seguintes:a) y tg(x) y = 0.a) y tg(x) y = cos(x).A
proposio seguinte permite-nos determinar a soluo geral de uma equao
diferencial linearcompleta de um modo diferente.

Proposio 1.7.2 Sejam yp uma soluo particular da equao
diferencial linear completa

y + a(x)y = b(x) , (1.7.22)

eyh = Ce

xx0a(s) ds

, C = constante , (1.7.23)

a soluo geral da correspondente equao diferencial linear
homognea

y + a(x)y = 0 . (1.7.24)

Ento a soluo geral yg da equao diferencial linear completa dada
por

yg = yh + yp .

1O significado de homogeneidade aqui utilizado, o algbrico. No
tem nada a ver com as funes ho-

mogneas, que definimos aquando das equaes diferenciais
homogneas.
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DEMONSTRAO: A demonstrao consiste em determinar a expresso de
uma soluo particu-lar. Para tal, vamos usar o denominado Mtodo de
Variao das Constantes. Consideremosa soluo geral (2.2.6) da
correspondente equao diferencial linear homognea (1.7.24).
Pro-curemos a soluo da equao completa (1.7.22) sob a forma de

y(x) = c(x)e xx0a(s)ds c(x)yhp(x), (1.7.25)

onde c(x) uma nova funo (desconhecida) de x e

yhp(x) = e xx0a(s)ds

uma soluo particular, ao considerar C = 1 em (2.2.6), da equao
diferencial linear ho-mognea (1.7.24). Substituindo (1.7.25) na
equao (1.7.22) obtemos

cyhp + cyhp + a(x)cyhp = c

yhp + c(yhp + a(x)yhp) = b(x) c =

b(x)

yhp.

Integrando a ltima equao em ordem a x, obtemos

c =

xx0

b(s)

yhp(s)ds+ C0 =

xx0

b(s)e ss0a(t)dt

ds+ C0 C0 = constante .

Ento, por (1.7.25), uma soluo da equao diferencial no homognea
(1.7.22) tem a forma

y(x, C0) = c(x)e xx0a(s)ds

=

( xx0

b(s)e ss0a(t)dt

ds+ C0

)e xx0a(s)ds

.

Obtivemos, assim, a frmula (1.7.20). Portanto, a soluo
particular da equao diferencial(1.7.22)

yp = e xx0a(s)ds

xx0

b(s)e ss0a(t)dt

ds .

Na proposio anterior, as solues particulares so quaisquer solues
gerais quando se con-cretiza a constante C. Na maioria das situaes,
o mais simples considerar C = 1. Das duasproposies anteriores,
podemos escrever a soluo geral yg de uma equao diferencial
linearcompleta

y + a(x)y = b(x) ,

comoyg = ug vp ,

onde vp = vp(x) uma soluo particular da equao diferencial linear
homognea

v + a(x)v = 0

e ug = ug(x) a soluo geral da equao diferencial de variveis
separveis

uvp = b(x) ,

com vp = vp(x) conhecida.
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Exemplo 1.7.2 Considere a equao diferencial linear seguinte:

y + y = 1 .

a) Determine a soluo geral da equao diferencial linear homognea
associada.b) Determine uma soluo particular da equao diferencial
dada.c) Indique a soluo geral da equao diferencial linear dada.

Exerccios 1.7.1 Resolva as equaes diferenciais lineares
seguintes:

a) x2y + xy + 1 = 0 ; b) y+ tg(x) y = sen(2x) ; c) y +y

x2= 2xe

1x ; d) cos2(x) y+ 3y = 1 .

1.8 Equaes diferenciais de Bernoulli

Definio 1.8.1 Uma equao diferencial de Bernoulli uma equao da
forma

y + a(x)y = b(x)y , com 6= 0, 6= 1,

onde a(x) e b(x) so funes contnuas num mesmo intervalo (a,
b).

Se = 0, obtemos uma equao diferencial linear completa

y + a(x)y = b(x) .

No caso de = 1, temos uma equao diferencial linear homognea

y + (a(x) b(x)) y = 0 .

Proposio 1.8.1 Consideremos uma equao diferencial de Bernoulli
da forma

y + a(x)y = b(x)y , com 6= 0, 6= 1. (1.8.26)

A substituioy = z

11 , z = z(x) , (1.8.27)

transforma a equao diferencial de Bernoulli numa equao
diferencial linear em z:

z + (1 )a(x)z = (1 )b(x). (1.8.28)

DEMONSTRAO: De facto, temos

(1.8.27) y = 11 z

1 z.

Substituindo em (1.8.26), obtemos

1

1 z

1 z + a(x)z1

1 = b(x)z

1 .
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Multiplicando ambos os membros desta ltima equao por

(1 )z 1 ,

obtemos a equao diferencial linear (1.8.28).

A proposio anterior permite-nos reduzir uma equao diferencial de
Bernoulli a uma equaodiferencial linear, que j sabemos resolver.
Por (1.7.20), a soluo geral da equao diferencial(1.8.28)

z(x) = e(1)

xx0a(s) ds

( xx0

(1 )b(s)e(1) ss0a(t) dt

ds+ C

). (1.8.29)

Depois de determinada a soluo geral da equao diferencial linear
em x e z, temos de voltar varivel inicial y pela substituio
inversa:

z = y1 .

Deste modo, sai de (1.8.29), que a soluo geral da equao
diferencial de Bernoulli (1.8.26) dada por

y =

[e(1)

xx0a(s) ds

( xx0

(1 )b(s)e(1) ss0a(t) dt

ds+ C

)] 11

.

Exemplo 1.8.1 Determine a soluo geral da equao diferencial de
Bernoulli seguinte:

y +1

xy = 3y3 .

Exerccios 1.8.1 Resolva as equaes diferenciais seguintes usando
os procedimentos destaseco:

a) y 2yex 2yex = 0 ; b) y + y = y2 ; c) y + x2y = ex3senh(x)

3y2.

1.9 Equaes diferenciais de Ricatti

Definio 1.9.1 Chama-se equao diferencial de Ricatti, a uma equao
diferencial da forma

y + a(x)y + b(x) = c(x)y2 ,

onde a(x), b(x) e c(x) so funes contnuas num mesmo intervalo de
R.

Se b(x) 0, a equao diferencial de Ricatti reduz-se a um caso
particular da equao diferencialde Bernoulli com = 2. No caso de
c(x) 0, reduz-se a uma equao diferencial linear, queser homognea se
tambm b(x) 0.

Proposio 1.9.1 Seja yp uma soluo particular da equao diferencial
de Ricatti

y + a(x)y + b(x) = c(x)y2 . (1.9.30)
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Ento a substituio

y = yp +1

z, z = z(x) , (1.9.31)

transforma a equao diferencial de Ricatti numa equao diferencial
linear em z

z + [2c(x)yp a(x)] z = c(x) . (1.9.32)DEMONSTRAO: Tem-se

(1.9.31) y = yp z

z2.

Substituindo em (1.9.30), obtemos

yp + a(x)yp + b(x)z

z2+a(x)

z= c(x)y2p +

2c(x)ypz

+c(x)

z2.

Como yp uma soluo particular de (1.9.30), yp + a(x)yp + b(x) = 0
e, consequentemente,temos

z

z2+a(x)

z=

2c(x)ypz

+c(x)

z2.

Multiplicando esta ltima equao por z2, obtemos a equao
diferencial linear (1.9.32).O resultado anterior reduz a equao
diferencial de Ricatti a uma equao diferencial linear.Por (1.7.20),
a soluo geral da equao diferencial (1.9.32)

z(x) = e xx0

(2c(s)yp(s)a(s))ds

( xx0

c(s)e ss0

(2c(t)yp(t)a(t))dtds+ C

). (1.9.33)

Depois de determinada a soluo geral da equao diferencial linear
em z, voltamos varively pela substituio inversa:

z =1

y yp .

A soluo geral da equao diferencial de Ricatti , assim, dada
por:

y = yp +

[e xx0

(2c(s)yp(s)a(s))ds

( xx0

c(s)e ss0

(2c(t)yp(t)a(t))dtds+ C

)]1.

Exemplo 1.9.1 Determine a soluo geral da equao diferencial de
Ricatti seguinte:

y = y2 + (1 2x)y + x2 x+ 1 ,sabendo que yp = x uma sua soluo
particular.

Exerccios 1.9.1 1. Resolva as equaes diferenciais seguintes,
sabendo que as funes ypindicadas so solues particulares:a) y (2x3 +
1)y = x2y2 x4 x+ 1, yp = x;b) y + (3 2x2sen(x))y = sen(x)y2 + 2x+
3x2 x4sen(x), yp = x2.

2. Resolva a equao diferencial seguinte, sabendo que tem duas
solues constantes:

y + y2 + y = 2 .
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1.10 Equaes diferenciais de Clairaut

Nas duas seces anteriores, vimos exemplos de equaes diferenciais
no-lineares onde a nolinearidade resultou de considerarmos potncias
da varivel dependente y. Vamos, agora, verum caso em que a no
linearidade pode resultar de uma potncia de y.

Definio 1.10.1 Chama-se equao diferencial de Clairaut, a uma
equao diferencial daseguinte forma

y = x y + (y) ,

onde (y) uma funo derivvel na varivel y.

Se (y) constante, ou se (y) = a(x)y, com a funo contnua num
intervalo de R, obtemosuma equao diferencial de variveis
separveis.

Proposio 1.10.1 Consideremos a equao diferencial de Clairaut

y = x y + (y) , (1.10.34)

onde (y) uma funo derivvel na varivel y. Ento:

1. A soluo geral da equao diferencial (1.10.34) a famlia de
rectas

y = Cx+ (C) , C = Constante . (1.10.35)

2. Existe uma soluo singular que se obtm como resultado da
eliminao do parmetro pdo sistema de equaes {

x = (p)y = px+ (p) .

(1.10.36)

DEMONSTRAO: Comeamos por substituir, em (1.10.34), y por p, onde
p = p(x):

y = xp+ (p) . (1.10.37)

Derivando em ordem a x, obtemos:

p = p+ xd p

x+ (p)

d p

d x (x+ (p)) d p

d x= 0 .

Por consequncia, temosd p

d x= 0 ou x+ (p) = 0 .

Do primeiro caso, sai que p = Constante e obtemos a soluo geral
(1.10.35). Pelo segundo,conjugado com (1.10.37), obtemos o sistema
de equaes (1.10.36).

Exemplo 1.10.1 Determine todas as solues da equao diferencial de
Clairaut seguinte:

y = xy 14(y)2 .
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Exemplo 1.10.2 Determine uma equao diferencial de Clairaut de
modo que y = x3 sejauma sua soluo.

Exerccios 1.10.1 1. Determine todas as solues das equaes
diferenciais seguintes:

a) y = xy +1

y; b)

y xy + y = 0 .

2. Determine uma equao diferencial de Clairaut de modo que y =
x2 seja uma suasoluo.

1.11 Equaes diferenciais de Lagrange

Definio 1.11.1 Chama-se equao diferencial de Lagrange, a uma
equao diferencial daseguinte forma

y = x(y) + (y) ,

onde (y) e (y) so funes derivveis na varivel y.

Se (y) = y), estamos perante uma equao diferencial de
Clairuat.

Proposio 1.11.1 Consideremos a equao diferencial de Lagrange

y = x(y) + (y) , (1.11.38)

onde (y) e (y) so funes derivveis na varivel y. Ento:

1. A soluo geral da equao diferencial (1.11.38) dada, de forma
paramtrica, pelo sis-tema de equaes: x = e

pp0

(s)s(s)

ds

( pp0

(s)s(s)

e ss0

(t)t(t)

dtds+ C

)y = x(p) + (p) .

(1.11.39)

onde f(p) uma funo conhecida .

2. Se p (p) = 0, existe uma soluo singular que dada, de forma
paramtrica, pelosistema de equaes {

p (p) = 0y = x(p) + (p) .

(1.11.40)

DEMONSTRAO: Em (1.11.38), substitumos y por p, onde p =
p(x):

y = x(p) + (p) . (1.11.41)

Derivando em ordem a x, obtemos

p = (p) + x(p)d p

d x+ (p)

d p

d x p (p) = [x(p) + (p)] d p

d x. (1.11.42)
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Admitindo que p (p) 6= 0, obtemos por inverso da equao anteriord
x

d p

(p)

p (p)x =(p)

p (p) . (1.11.43)

Obtivemos assim uma equao diferencial linear em x = x(p):

x + a(p)x = b(p) , a(p) = (p)

p (p) , b(p) =(p)

p (p) ;

cuja soluo geral dada por

x(p) = e pp0

(s)s(s)

ds

( pp0

(s)

s (s)e ss0

(t)t(t)

dtds+ C

).

Ento, por (1.11.41), a soluo geral da equao diferencial de
Lagrange (1.11.38) dada, deforma paramtrica, por (1.11.39). Se,
porventura, p (p) = 0, ento obtemos uma soluosingular que dada,
tambm de forma paramtrica, por (1.11.40).

Sempre que possvel, devemos eliminar o parmetro p dos sistemas
(1.11.39) e (1.11.40) demodo a obtermos uma relao de x e y
apenas.

Observe-se que, na passagem de (1.11.42) para (1.11.43),
dividimos por d pd x. Isto faz com que

as eventuais solues para as quais p constante sejam perdidas.
Tomando p como constante,a equao (1.11.42) satisfeita apenas quando
p uma raiz da equao p (p) = 0. Assim,se p (p) = 0 tem razes reais,
obtemos as solues singulares dadas por (1.11.40). No casoda equao p
(p) = 0 no ter razes reais, no existem solues singulares.

Exemplo 1.11.1 Determine todas as solues da equao diferencial de
Lagrange seguinte:

y = x(1 + y) + (y)2 .

Exerccios 1.11.1 Determine todas as solues das equaes
diferenciais seguintes:

a) y =1

2x

(y +

4

y

); b) y = y +

1 (y)2

1.12 Problema de Cauchy

Consideremos uma equao diferencial escrita do modo seguinte:

F (x, y, y) = 0 .

Definio 1.12.1 O Problema de Cauchy consiste em, dado um ponto
(x0, y0) na projecorelativa a (x, y) do domnio de R3 da funo F ,
encontrar solues y = y(x), definidas emalgum intervalo (a, b), tais
que x0 (a, b) e{

F (x, y, y) = 0y(x0) = y0 .
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O par (x0, y0) designa-se por dados de Cauchy ou dados iniciais
e a correspondente equaoy(x0) = y0, por condio de Cauchy ou condio
inicial. Neste sentido, o problema deCauchy muitas vezes designado
por problema de valor inicial.

Geometricamente, o problema de Cauchy consiste em determinar a
curva integral, da equaodiferencial F (x, y, y) = 0, que passa por
um dado ponto (x0, y0) do plano xy.

A questo que agora se coloca a de saber se todo o problema de
Cauchy vai ter uma soluo ese esta soluo nica. De seguida
apresentamos um resultado para equaes diferenciais quese podem
escrever na forma normal y = f(x, y) .

Proposio 1.12.1 (Teorema de Picard) Consideremos o problema de
Cauchy seguinte{y = f(x, y)y(x0) = y0 .

(1.12.44)

Suponhamos que a funo f(x, y) satisfaz as condies seguintes:

1. f uma funo contnua em relao s variveis x e y no domnio

D ={(x, y) R2 : |x x0| < a, |y y0| < b

}(1.12.45)

emax

(x,y)D|f(x, y)| M , M = constante; (1.12.46)

2. f tem a derivada parcial em ordem a y contnua e limitada em
D, isto , f y C , C = constante . (1.12.47)

Ento, existem > 0 e um intervalo (x0 , x0 + ) da varivel x,
no qual est definida umanica soluo y = y(x) do problema de Cauchy
dado.

DEMONSTRAO: Dividimos a demonstrao em duas partes: existncia e
unicidade.

1. Existncia. Sem perda de generalidade, admitamos que x0 = 0.
Caso contrrio, podemossempre fazer a translao x x0. Primeiro
notamos que o problema de Cauchy (1.12.44) equivalente equao
integral seguinte:

y(x) =

x0

f (t, y(t)) dt. (1.12.48)

Vamos construir uma sucesso {yn(x)}nN de funes, determinadas
pela relao de recor-rncia

yn(x) =

x0

f (t, yn1(t)) dt, n = 1, 2, ... .

Assim,yn(x) = f (x, yn1(x)) , n = 1, 2, ... .
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Como aproximao inicial y0(x), podemos considerar qualquer funo
que seja contnuanuma vizinhana do ponto x = 0, em particular, a
funo y0(x) = y0, onde y0 o valorinicial do problema de Cauchy
(1.12.44). Vamos estabelecer uma estimativa a priori paraas funes
yn(x). Temos, por (1.12.46), que

|yn(x)| = x

0

f(t, yn1(t))dt

x0

|f(t, yn1(t))| dt

M h

0

dt =Mh b, se h bM.

e|yn| = |f(t, yn1)| M.

As ltimas estimativas indicam que a sucesso {yn(t)}nN um
conjunto compacto, isto:

o conjunto {yn(t)} uniformemente limitado

|yn(x)| M ;

equicontnuo

|yn(x1) yn(x2)| = x2x1

f(t, yn(t))dt

M |x1 x2|.Ento, de acordo com o Teorema de Arzela-Ascoli2,
podemos extrair uma subsucesso{ynk} convergente. Vamos, agora,
provar que toda sucesso yn tambm converge uni-formemente. Ento,
cada subsucesso tem o mesmo limite, que ser a soluo da
equaodiferencial. Seja

n = yn yn1.Cada uma das funes yn e yn1 satisfazem s equaes
seguintes

yn(x) =

x0

f(t, yn1(t))dt, n = 1, 2, ... , (1.12.49)

yn1(x) =

x0

f(t, yn2(t))dt, n = 2, 3, ... . (1.12.50)

Subtraindo (1.12.50) a (1.12.49), obtemos

n = yn(x) yn1(x) = x

0

(f(t, yn1(t)) f(t, yn2(t))) dt.

Pelo Teorema de Lagrange,

f(t, y(1)) f(t, y(2)) = fy

(t, y)(y(1) y(2)), y [y(1), y(2)] , (1.12.51)2Ver, por exemplo,
J.B. Conway, A Course in Functional Analysis, Springer-Verlag, p.
179.
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para qualquer intervalo de extremos y(1) e y(2). Ento, de acordo
com a condio (1.12.47),obtemos as relaes de recorrncia

|n| = |yn(x) yn1(x)| = x

0

(f(t, yn1(t)) f(t, yn2(t))) dt

=

x0

f

y(t, y) (yn1(t) yn2(t)) dt

C |x|0

|n1(t1)|dt1 (1.12.52)

C2 |x|

0

dt1

t10

|n2|dt2 Cn1 |x|

0

dt1....

tn20

|1|dtn1.

fcil verificar que

|1| = |y1(x)| = x

0

f(x, y0(x))dx

M |x| a, |x| h aM ,e

x0

dt1....

tn10

tn1dtn1 n1

=|x|nn!

. (1.12.53)

De facto, temos x0

t1dt1 =x2

1 2 , n = 2, x0

dt1

t10

dt2 =x3

1 2 3 , n = 3,e, voltando desigualdade (1.12.52), obtemos

|n| = |yn(x) yn1(x)| MCn1hn

n!= (n), |x| < h a

M.

claro que(n) 0 quando n.

Agora, introduzimos a srie funcional

Sn(x) = y0 +nk=1

(yk yk1) = yn(x) = y0 +nk=1

uk(x).

fcil verificar, pelo Critrio de Weierstrass, que esta srie
converge uniforme e absolu-tamente. Efectivamente,

|uk(x)| Mk = MCk1hk

k!,

k=1

Mk =M

C(eCh 1)
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2. Unicidade. Suponhamos, com vista a um absurdo, que existiam
duas solues distintas

y1(x) e y2(x)

do problema de Cauchy (1.12.44). Ento a sua diferena

y(x) = y1(x) y2(x) 6= 0

soluo da equao integral

y(x) =

x0

(f(t, y1(t)) f(t, y2(t)))dt = x

0

G(t)y(t)dt, (1.12.55)

onde

G(t) =f(t, y1(t)) f(t, y2(t))

y1(t) y2(t) .

Aplicando o Teorema de Lagrange como em (1.12.51) e, ainda, a
condio (1.12.47),chegamos estimativa

|G(t)| fy (t, y)

C.Vamos denotar

max{|t||x|}

|y(t)| = Y (x)

Da equao (1.12.55), resulta que

Y (x) C |x| Y (x).

Escolhemos x tal queC |x| k < 1.

EntoY (x)(1 k) 0.

Isto significa queY (x) = max |y1(x) y2(x)| 0,

ou seja,y1(x) = y2(x).

Exemplo 1.12.1 Verifique se os problemas de Cauchy seguintes
satisfazem as condies doTeorema de Picard. Em caso afirmativo,
determine as suas solues.

a)

{xy = yy(2) = 1 ;

b)

{y =

y

y(0) = 0 .

A soluo do Teorema de Picard, pode ser construda como o limite
de uma sucesso dassolues aproximadas, como se transcreve na
proposio seguinte.
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Proposio 1.12.2 A soluo do Problema de Cauchy (1.12.44) pode ser
construda como olimite de uma sucesso das solues aproximadas, dadas
pela relao de recorrncia seguinte:

yn(x) = y0 +

xx0

f (t, yn1(t)) dt =

x0

f(t, yn1(t))dt, n = 1, 2, . . . . (1.12.56)

A estimativa do erro cometido, ao substituirmos a soluo exacta
pela n-sima aproximaoyn(x) dada pela desigualdade

|yn(x) y(x)| MC(n1)

n!hn = (n) 0,

quando n.

DEMONSTRAO: Sejayn = y(x) yn

onde

y(x) =

x0

f(t, y(t))dt. (1.12.57)

Subtraindo (1.12.56) a (1.12.57), obtemos

yn = y(x) yn(x) = x

0

(f(t, y(t)) f(t, yn(t))) dt.

Utilizando o Teorema de Lagrange como em (1.12.51), podemos
escrever

f(t, y(t)) f(t, yn(t) = fy

(t, y)(y(t) yn(t)),

ondefy C. Obtemos, ento, as relaes de recorrncia

|yn| = |y(x) yn(x)| C x

0

|yn1|dt1 (1.12.58)

C2 x

0

dt1

t10

|yn2|dt2 Cn1 x

0

dt1....

tn20

|y0|dtn1 .

fcil verificar que

|y0| = |y(x)| x

0

f(x, y(x))dx

Mh, |x| h.Voltando desigualdade (1.12.58) e aplicando a relao
(1.12.53), obtemos

|yn| = |y(x) yn(x)| MCn1hn

n!= (n), |x| < h,

onde(n) 0 quando n,
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o que conclui a demonstrao.

As aproximaes anteriores so designadas por aproximaes de Picard.
Estas aproximaesdo-nos um mtodo numrico para obtermos o valor
aproximado da soluo do Problema deCauchy. Deste modo, a sucesso yn,
das solues aproximadas, converge uniformemente paraa soluo exacta y
do Problema de Cauchy. A soluo y(x), do Problema de Cauchy,
obtidapor este processo, nica.

Exemplo 1.12.2 Considere o Problema de Cauchy seguinte:{y = 1 +
y2

y(2) = 1 ;.

a) Determine as trs primeiras aproximaes de Picard.b) Determine
a soluo do Problema de Cauchy.c) Compare o valor da aproximao de
Picard y3(x) com o da soluo exacta y(x) no pontox = 0.

Exerccios 1.12.1 1. Considere os Problemas de Cauchy
seguintes:

(A)

{y = xy(0) = 2

; (B)

{yy + x = 0y(3) = 4

.

a) Mostre que estes Problemas de Cauchy satisfazem as condies do
Teorema de Existn-cia e Unicidade de Soluo.b) Calcule essas
solues.

2. Mostre que os Problema de Cauchy seguintes

(A)

{(x 1)y = 2yy(1) = 1

; (B)

{y =

|y|y(0) = 0

.

no satisfazem as condies do Teorema de Existncia e Unicidade de
Soluo, indicandose o que falha a existncia ou a unicidade de
soluo.

3. Resolva os Problemas de Cauchy seguintes:

(A)

{xy y x cos2 ( y

x

)= 0

y(1) = pi4

; (B)

{y + seny+ysenx+x

1

x cos ycos xy1= 0

y(pi2

)=

2pi

.

4. Considere os Problemas de Cauchy seguintes:

(A)

{y = yy(0) = 2

; (B)

{y = 1 + y2

y(2) = 1; (C)

{y = 1 y3y(0) = 0

.

Para cada um deste problemas:a) determine as aproximaes de
Picard y1 , y2 e y3 da soluo desses problemas.b) usando y3, estime
o valor de y(1) para cada problema.c) calcule as solues exactas dos
problemas e compare o valor destas no ponto x = 1 comos estimados
na alnea anterior.
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1.13 Interpretao Geomtrica

Consideremos uma equao diferencial escrita na forma normal

y = f(x, y) . (1.13.59)

Esta equao diferencial tem uma interpretao geomtrica simples.
Sabemos que, em cadaponto do seu domnio, a derivada y(x) de y(x)
nos d o declive da curva y(x). Deste modo,uma soluo da equao
(1.13.59) que passa por um ponto (x0, y0) tem de ter nesse ponto
odeclive y(x0) igual ao valor da funo f no mesmo ponto

y(x0) = f(x0, y0) .

Ento, podemos indicar direces das curvas integrais de (1.13.59)
esboando no plano xypequenos e finos segmentos de recta, para os
unir a seguir e, assim, obter o esboo aproximadodas curvas
integrais.

Definio 1.13.1 Consideremos a equao diferencial (1.13.59).
Chama-se campo de di-reces da equao diferencial (1.13.59) a uma
coleco de pequenos e finos segmentos derecta tangentes s curvas
integrais.

Este mtodo importante, porque no necessitamos de resolver a
equao diferencial (1.13.59)para saber o aspecto das curvas
integrais. Alm do mais, muitas equaes diferenciais tmsolues
complicadas, ou pura e simplesmente no possvel determin-las. Por
outro lado,este mtodo mostra-nos os grficos de todas as solues e as
suas propriedades mais importantes.O nico seno, que se trata apenas
de um esboo e, por isso, no muito rigoroso.

Exemplo 1.13.1 Esboce o campo de direces, bem como uma curva
integral, da equao difer-encial

y = x2 + y2 .

O mtodo anterior dos campos de direces pode ficar bastante mais
simples se primeiro es-boarmos as isoclnicas, isto , as curvas de
igual inclinao.

Definio 1.13.2 Consideremos uma equao diferencial escrita na
forma normal (1.13.59).Chama-se isoclnica a uma curva ao longo da
qual a equao diferencial (1.13) tem um valorconstante.

As isoclnicas de uma equao diferencial so obtidas fazendo

f(x, y) = C

para vrios valores da constante C. Os campos de direces so
esboados, desenhando ao longodas isoclnicas de equao f(x, y) = C
pequenos e finos segmentos de recta com declive igual aarctg(C).
Deste modo, as isoclnicas juntamente com os campos de direces
correspondentes,constituem uma das formas mais simples de se esboar
uma curva integral e, assim, conhecero tipo de solues da equao
diferencial.
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Exemplo 1.13.2 Usando a tcnica das isoclnicas e campos de
direces, esboce o campo dedireces, bem como uma curva integral, da
equao diferencial

y = x2 + y2 .

Outro mtodo de obter curvas integrais conhecido na literatura
por Mtodo da Tangenteou Poligonais de Euler. Para explicar este
mtodo, consideremos uma equao diferencialescrita na forma
normal

y = f(x, y) .

J sabemos que esta equao determina, no domnio de f , o campo de
direces. Tomemosneste domnio um ponto (x0, y0). Neste ponto, h uma
direco que coincide com a direcoda recta

y = f(x0, y0)(x x0) + y0 .Nesta recta, e no domnio considerado,
tomamos um ponto (x1, y1), onde x1 escolhido prximode x0 e

y1 = f(x0, y0)(x1 x0) + y0 .No ponto (x1, y1) tambm h uma direco
que coincide com a direco da recta

y = f(x1, y1)(x x1) + y1 .Depois, escolhemos nesta recta, e no
domnio considerado, um ponto (x2, y2), onde x2 escolhidoprximo de
x1, seguindo a direco que vai de x0 para x1, e

y2 = f(x1, y1)(x2 x1) + y1 .Agora, no ponto (x2, y2) h uma
direco que coincide com a direco da recta

y = f(x2, y2)(x x2) + y2 .O processo repete-se assim por diante
at obtermos uma linha quebrada que se denomina porPoligonal de
Euler. A escolha de x1 esquerda ou direita de x0 leva-nos, por este
processo,para esse sentido: esquerda ou direita. Depois de uns
quantos passos neste sentido, convmfazer uns quantos no sentido
oposto ao escolhido a partir de x0. O processo termina quandoj
temos uma linha quebrada com suficientes ramos para podermos esboar
a curva integral.Portanto, a curva integral , ento, tangente a esta
linha poligonal.

Exemplo 1.13.3 Esboce a Poligonal de Euler correspondente curva
integral da equao difer-encial y = x2 + y2, com y(1) = 0.

Exerccios 1.13.1 1. Usando a teoria dos campos direccionais e
das isoclnicas, esboce ascurvas integrais das equaes diferenciais
seguintes:

a) y =3 y2

; b) y = ex 2y ; c) y = (1 y)(2 y) .

2. Esboce as poligonais de Euler das solues dos Problemas de
Cauchy seguintes:

(A)

{y = yy(0) = 1

; (B)

{y = x+ yy(1) = 1

; (C)

{y = y

1+x

y(0) = 2.

c Hermenegildo Borges de Oliveira, 2007/2008


	
28 1 EQUAES DIFERENCIAIS DE 1a ORDEM

1.14 Aplicaes

Problemas de crescimento e decrescimento

Seja N(t) a quantidade de uma substncia (ou populao) sujeita a
um processo de cresci-mento ou decrescimento. Admitamos que a taxa
de variao da quantidade de substncia proporcional quantidade de
substncia presente. Ento, entre os instantes t e t+ t d-se avariao
seguinte da quantidade em questo:

N(t+ t) = N(t) + kN() t ; (1.14.60)

onde k a constante de proporcionalidade e [t, t+ t] um instante
de referncia. Fazendo t 0, implica que t e, de (1.14.60), obtemos a
equao diferencial seguinte

dN

dt= kN . (1.14.61)

Admitimos que N(t) uma funo derivvel e, por consequncia, contnua
no tempo. Nosproblemas relativos ao estudo de populaes, a funo N(t)
, na realidade, discreta. Noobstante, (1.14.61) d uma boa aproximao
para as leis que regem tais problemas.

Exemplo 1.14.1 Sabe-se que a quantidade de uma substncia
radioactiva diminui a uma taxaproporcional quantidade de material
existente. A quantidade inicial N0. Verifica-se que,aps duas horas,
se perderam 10% da massa original. Determine:

a) a expresso para a massa da substncia restante num instante de
tempo arbitrrio;

b) a massa restante aps 4 horas;

c) o tempo necessrio para que a massa inicial fique reduzida a
metade.

Resoluo.

a) Seja N(t) a quantidade de substncia presente no instante t
horas e N0 a quantidade desubstncia inicial. Ento a soluo da equao
(1.14.61) tem a forma

N(t) = N0ekt. (1.14.62)

Quando t = 2 horas, j se perderam 10%, i.e.,

N(2) = 0, 9N0 = N0e2k.

Daqui, sai que

2k = ln 0, 9, k =1

2ln 0, 9 < 0.

b) Calculamos o valor N(4) usando (1.14.62).

N(4) = N0e4k.

c) Calculamos o valor do tempo t1, em que

N(t1) = N0ekt1 =

1

2N0.

Resolvendo a equao em relao t1, temos

t1 =1

kln

1

2.
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1.14.1 Problemas de diluio

Consideremos um tanque com uma quantidade inicial de V0 litros
de determinado solvente, con-tendo a quilogramas de um soluto.
Despeja-se no tanque uma outra soluo do mesmo solventecom b
quilogramas do mesmo soluto por litro razo de e litros por minuto.
Simultaneamente,a soluo resultante, que se supe bem misturada
(homognea), escoa-se do tanque razo def litros por minuto. O
problema consiste em determinar a quantidade de soluto presente
notanque num instante arbitrrio t. Seja Q(t) a quantidade de soluto
(em quilogramas) presenteno tanque no instante t. A quantidade de
soluto no instante t+ t igual quantidade inicialde soluto no tanque
(a), mais aquela que entra (b), menos a que se escoa do tanque
entre osinstantes t e t+ t. Portanto, tem-se:

Q(t+ t) = Q(t) +(Qentra()Qsai()

) t ; (1.14.63)

onde [t, t+ t] um instante de referncia. Por outro lado, sabemos
que o soluto entra notanque razo de be quilogramas por minuto.
Logo,

Qentra() = b . (1.14.64)

Para determinarmos a quantidade que sai, devemos, primeiro,
calcular o volume da soluopresente no tanque no instante t. Este,
dado pelo volume no instante inicial t = t0 (V0), maiso volume
adicionado entre o instante inicial e o instante t ( (t t0)e ) e
menos o volume escoado( (t t0)f ). Assim, o volume da soluo no
instante t dado por:

V (t) = V0 + (e f)(t t0).A concentrao do soluto no tanque, num
instante t qualquer, dada por

Q(t)

V (t)=

Q(t)

[V0 + (e f)(t t0)] .

Donde se infere que o soluto sai do tanque taxa de

Q(t)

[V0 + (e f)(t t0)]f

quilogramas por minuto. Ento,

Qsai() =Q()

[V0 + (e f)( t0)] f . (1.14.65)

Assim, por (1.14.63), (1.14.64) e (1.14.65), a quantidade de
soluto no instante t + t dadapela equao

Q(t+ t) = Q(t) +

[be Q()

[V0 + (e f)( t0)] f] t.

Fazendo t 0, implica que t e obtemos a equao diferencial linear
seguintedQ

dt+

f

[V0 + (e f)(t t0)]Q = be. (1.14.66)
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Exemplo 1.14.2 Um tanque contm inicialmente 100 litros de
salmoura com 0,1 Kg de sal.No instante t = 0, adiciona-se outra
soluo de salmoura com 0,1 Kg de sal por litro, razode 3 litros por
minuto, enquanto que a mistura resultante se escoa do tanque mesma
taxa.Determine:

a) a quantidade de sal presente no instante t;

b) o instante em que a mistura no tanque conter 5 Kg de sal.

Resoluo.

a) Aqui, V0 = 100, a = 1, b = 0, 1 e e = f = 3. Logo (1.14.66)
toma a forma

dQ

dt+ 0, 03Q = 0, 3. (1.14.67)

A soluo geral desta equao diferencial linear

Q(t) = Ce0,03t + 10. (1.14.68)

Quando t = 0 e Q = a = 1,Q(t) = 9e0,03t + 10. (1.14.69)

b) Procuremos t quando Q = 5. Fazendo Q = 5 em (1.14.68),
obtemos

5 = 9e0,03t + 10 ou t = 10, 03

ln5

9= 23, 105 min. (1.14.70)

1.14.2 Problemas de variao de temperatura

A Lei da Variao de Temperatura de Newton afirma que a taxa de
variao de temper-atura de um corpo proporcional diferena de
temperatura entre o corpo e o meio ambiente.Seja T (t) a
temperatura do corpo e Tm(t) a temperatura do meio ambiente, ambas
num instantearbitrrio t. Ento, a variao da temperatura do corpo
entre os instantes t e t + t dadapela equao seguinte

T (t+ t) = T (t) k(T () Tm()) , (1.14.71)onde k uma constante
positiva de proporcionalidade - uma caracterstica do corpo, e [t, t
+ t] um instante de referncia. Fazendo t 0 em (1.14.71), implica
que t e aLei de Newton relativa variao de temperatura pode ser
formulada como:

dT

dt= k(T Tm), (1.14.72)

Num processo de arrefecimento, escolhemos para k um valor
positivo de modo que, na lei deNewton, a taxa de variao de
temperatura seja negativa . Note-se que, neste caso, T maiordo que
Tm e, por consequncia, T Tm > 0. No caso de T Tm < 0, estamos
num processo deaquecimento. Para determinar a temperatura do corpo,
temos de completar a lei de Newtonna equao (1.14.72) com a condio
inicial

T (0) = T0. (1.14.73)
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As equaes (1.14.72)-(1.14.73) do-nos, assim, um modelo matemtico
completo. Convmreferir que a lei de Newton vlida apenas para
pequenas diferenas de temperatura. Poroutro lado, as equaes
(1.14.72)-(1.14.73) representam apenas uma primeira aproximao
dasituao fsica real.

Exemplo 1.14.3 Coloca-se uma barra de metal, temperatura de T0
num quarto com tem-peratura constante de Tm. Pretende-se determinar
a temperatura T (t) para qualquer que seja ovalor do tempo
t.Resoluo. Introduzindo em (1.14.72)-(1.14.73)

u(t) = T Tm,obtemos, para u(t), o problema seguinte

du

dt= ku, (1.14.74)

u(0) = u0 = T0 Tm. (1.14.75)A nica soluo do problema
(1.14.74)-(1.14.75)

u(t) = T Tm = u0ekt = (T0 Tm)ekt, (1.14.76)ou

T = Tm + (T0 Tm)ekt. (1.14.77) fcil verificar que

|T Tm| = |T0 Tm|ekt e limt+

T (t) = Tm. (1.14.78)

Isto , a temperatura do corpo tende para a temperatura do meio
ambiente quando t +.No caso em que a temperatura do meio ambiente
varivel, isto , Tm = Tm(t), ento a soluodo problema
(1.14.72)-(1.14.73) tem a forma

T (t) = T0ekt + kekt

t0

eksTm(s)ds. (1.14.79)

Para analisar o comportamento desta soluo quando t, vamos supor
que|Tm(t) Tm | Cet, Tm = constante > 0, = constante > 0.
(1.14.80)

Ento, (1.14.79) pode ser reescrita como

T (t) = Tm + (T0 Tm )ekt + kekt t

0

eks(Tm(s) Tm )ds. (1.14.81)

Pondo

I1 = kekt

t0

eks(Tm(s) Tm )ds (1.14.82)

e aplicando (1.14.80), podemos avaliar I1 do modo seguinte:

|I1| =kekt t

0

eks(Tm(s) Tm )ds kCk (et ekt) , se k 6= ,
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|I1| = kCtekt, se k = .Ento

|T (t) Tm | Cet, = min(k, ), se k 6= , (1.14.83)|T (t) Tm |
Ctekt, se k = . (1.14.84)

Observao 1.14.1 As frmulas (1.14.78) e (1.14.83) mostram-nos
que, de acordo com omodelo matemtico considerado, o corpo atinge a
temperatura do meio ambiente apenas nomomento de tempo t = +. No
entanto, isto no corresponde situao fsica real. Cadacorpo, em tais
circunstncias, atinge a temperatura do meio ambiente num tempo
finito. Paracolmatar esta lacuna, existe uma outra lei, que podemos
expressar atravs da equao diferencialseguinte

dT

dt= k(T T m) , 0 < < 1. (1.14.85)

Esta, trata-se de uma equao diferencial no linear e designada
comummente por Lei daVariao de Temperatura de Stefan. Pondo, por
simplicidade de escrita, Tm = 0, econsiderando a condio inicial

T (0) = T0, (1.14.86)

podemos escrever a soluo

T (t) =(T 10 k(1 )t

) 11 . (1.14.87)

Neste caso, fcil verificar que o corpo atingir a temperatura do
meio ambiente Tm = 0, numtempo finito

t =T 10

k(1 ) . (1.14.88)

Portanto, a Lei de Stefan mais adequada situao fsica real
relativa ao comportamento datemperatura para grandes intervalos de
tempo.

1.14.3 Trajectrias ortogonais

Consideremos uma famlia de curvas no plano xy, dependentes de um
parmetro c, definida domodo seguinte

F (x, y, c) = 0. (1.14.89)

onde c um parmetro real. Pretende-se determinar uma outra famlia
de curvas, designadaspor trajectrias ortogonais da famlia
(1.14.89). Suponhamos que estas so definidas ana-liticamente
por

G(x, y, k) = 0 (1.14.90)

e so tais que cada curva da famlia (1.14.90) intercepta
ortogonalmente cada curva da famliaoriginal (1.14.89). Para obter
uma expresso das trajectrias ortogonais, comeamos por
derivarimplicitamente (1.14.89) em relao a x:

F (x, y, c)

x+F (x, y, c)

y

dy

dx= 0 dy

dx=

FxFy

.
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De seguida, eliminamos o parmetro c entre esta equao derivada e
a equao (1.14.89).Obtemos, assim, uma equao entre x, y e y.
Resolvemos esta ltima em relao a y echegamos a uma equao
diferencial da forma

dy

dx= f(x, y). (1.14.91)

As trajectrias ortogonais de (1.14.89) so as solues da equao
diferencial seguinte

dy

dx= 1

f(x, y). (1.14.92)

Para muitas famlias de curvas no possvel explicitar y para obter
uma equao diferencialda forma (1.14.92).

Exemplo 1.14.4 Determine as trajectrias ortogonais da famlia de
curvas

F (x, y, c) x2 + y2 c2 = 0. (1.14.93)

Resoluo. A famlia dada por (1.14.93) constituda por
circunferncias de raio c e centradasna origem. Derivando
implicitamente a equao (1.14.93) em relao a x, obtemos

2x+ 2yy = 0, oudy

dx= f(x, y) = x

y. (1.14.94)

De acordo com (1.14.92), para determinar as trajectrias
ortogonais, temos de resolver aequao diferencial seguinte

dy

dx= 1

f(x, y)=y

x. (1.14.95)

Esta, uma equao de variveis separveis e a sua soluo dada por

G(x, y, k) y kx = 0. (1.14.96)

As trajectrias ortogonais so, pois, as rectas que passam pela
origem.

Exerccios 1.14.1 1. Considere uma piscina contendo uma mistura
de 30000 litros de guae cloro, este ltimo com constante de
concentrao . No instante t = 0 comea aentrar gua pura na piscina
velocidade constante de 3 litros por segundo. Passados 30segundos,
a mistura que se forma na piscina, e se supe sempre homognea, comea
asar velocidade constante de 5 litros por segundo.

a) Escreva uma expresso da funo m(t), quantidade de cloro na
piscina no instante t,admitindo t 0 e t suficientemente pequeno
para que a piscina no esvazie.b) Determine a quantidade de cloro na
piscina quando esta estiver a metade da suacapacidade no instante t
= 30 segundos.
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2. Desde a descoberta da radioactividade que se sabe que
determinadas substncias emitemcontinuamente partculas , e . A
emisso destas partculas corresponde a modifica-es na estrutura
atmica de tal modo que os tomos da substncia inicial se vo
trans-formando em tomos de outras substncias, numa cadeia
caracterstica de cada elementoradioactivo. Da substncia inicial
sobra sempre uma poro correspondente aos tomosque ainda no se
desintegraram e que, evidentemente, diminui com o tempo.
Designemospor m(t) a massa da substncia que ainda no se
desintegrou, e que proporcional aonmero de tomos que ainda no
sofreram o chamado decaimento3 radioactivo. Deter-mine:

a) uma expresso da massa de determinada substncia radioactiva
que ainda no se desin-tegrou no instante t.

b) o tempo que a massa da substncia que ainda no se desintegrou
leva a reduzir-se ametade.

3. Um tanque com 50 litros de capacidade contm inicialmente 10
litros de gua fresca. Noinstante t = 0, adiciona-se ao tanque uma
soluo de salmoura com 0,2 Kg de sal porlitro, razo de 4 litros por
minuto, enquanto que a mistura se escoa razo de 2 litrospor minuto.
Determine:

a) o tempo necessrio para que o tanque transborde;

b) a quantidade de sal presente no tanque por ocasio em que o
tanque transborda.

4. Um tanque com 500 litros de capacidade contm inicialmente 100
litros de gua pura.No instante t = 0 comea a entrar lquido no
tanque velocidade de 2 l/s, sendo estelquido constitudo por uma
mistura homognea de 50% de gua e 50% de poluentes.Simultneamente, a
mistura que se forma no tanque e se supe sempre homognea, sai
dotanque velocidade constante de 1 l/s. Escreva uma equao
diferencial a que satisfaaa funo p(t), quantidade de poluentes
existente no tanque no instante t, sendo t sufici-entemente pequeno
para que o tanque ainda no tenha transbordado.

5. Em Cincias Forenses muito habitual a aplicao da Lei da Variao
de Temperaturade Newton para determinar a hora exacta da morte de
uma pessoa, quando se investigaum crime. Suponhamos que o cadver de
uma pessoa encontrado e, medindo-lhe atemperatura nesse instante,
esta de 30oC. Duas horas depois a temperatura do cadverj de 20oC.
Admitindo que a temperatura ambiente de 15oC, determine o
tempodecorrido entre a morte e a descoberta do cadver.

6. Considere um foguete em repouso e que propulsionado por uma
fora horizontal con-stante de 1000 Kg durante 20 s. Suponhamos que,
medida que o propulsionador queimado, a massa do foguete varia de
acordo com a lei m = 50 t e que a fora que omeio oferece o triplo
da velocidade.Determine uma equao diferencial a que deve satisfazer
a velocidade v(t) do foguete.

7. Determine as trajectrias ortogonais das famlias de curvas
seguintes:

a) y = cx2 ; a) y = cex2

2 ; a) x = cey

4 ; a) x2 + (y c)2 = c2 .3Do ingls "decay".
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8. Recordemos que a distncia d de uma recta y = mx + p origem do
referencial dadapor

d =|p|

1 +m2.

Determine uma equao diferencial a que satisfaam as funes
derivveis tais que adistncia origem da recta tangente ao grfico de
em cada ponto (x, y) igual a |x|.

9. De acordo com a Lei de Verhulst-Pearl, o crescimento da
populao de determinadasespcies de seres vivos pode ser modelado de
acordo com a equao diferencial

P (t) = kP (t)

(1 P (t)

L

).

Aqui, P (t) mede a populao em funo do tempo, medido em anos, k
uma constanterelacionada com a taxa de crescimento (k > 0) ou de
decrescimento (k < 0) da populaoe L outra constante que indica a
capacidade do ambiente, i.e. o limite mximo que apopulao pode
atingir nesse ambiente. Considere uma espcie com taxa de
crescimentok = 1

5num ambiente com capacidade L = 1000. Determine a populao desta
espcie

aps 5 anos, sabendo que no incio existiam 10 indivduos.

10. No alvolo processam-se trocas gasosas do alvolo para o
sangue e do sangue para o alvolode acordo com a equao diferencial
seguinte para a funo C(x), que expressa a concen-trao, de soluto em
escoamento, em funo da distncia x medida at entrada docapilar:

d

d xC(x) +KC(x) = J .

Neste modelo, K = P/(vR) e J = KCext so constantes: Cext a
concentrao desoluto, em mol cm3, na parede extravascular, P a
permeabilidade, em cm s1, da paredevascular ao soluto, R o raio, em
cm, da seco recta do alvolo e v a velocidade mdia,em cm s1, do
escoamento. Sabe-se que quando o sangue entra no capilar, a
concentraode soluto em escoamento nula.

Determine a concentrao de soluto em escoamento quando a distncia
medida at entrada do capilar x = 2 cm.

11. Numa reaco qumica bimolecular

A+B M2 moles por litro da substncia A so combinadas com 3 moles
por litro da substncia Bde acordo com a Lei de Aco da Massa:

y(t) = k(2 y(t))(3 y(t)) ,onde y(t) o nmero de moles por litro
que reagiram aps o instante t e k uma constantede
proporcionalidade.

Supondo que no instante inicial (t = 0) o nmero de moles que
reagiram nulo, determinea soluo exacta y(t) do problema.
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Captulo 2

Equaes diferenciais de ordem superior

Nesta captulo iremos trabalhar com equaes diferenciais de ordem
superior. Por superior,subentende-se que a maior ordem das
derivadas da funo incgnita que intervm na equaodiferencial n >
1. Por simplicidade de exposio iremos considerar, em grande parte
dosexemplos apresentados nesta seco, equaes diferenciais de ordem
2. Esta seco ser prati-camente toda dedicada a equaes diferenciais
lineares.

2.1 Noes gerais

Definio 2.1.1 Designa-se por equao diferencial de ordem n a toda
a equao queestabelece uma relao entre a varivel independente x, a
funo incgnita y(x) e as suasderivadas sucessivas y(x), y(x), . . .
, y(n)(x), isto , uma equao do tipo

F(x, y(x), y(x), y(x), . . . , y(n)(x)

)= 0,

onde F uma funo dada, definida em certo subconjunto de Rn+2:

F : Rn+2 R.

Se n = 0, obtemos uma equao que no diferencial. No caso n = 1,
reduz-se a uma equaodiferencial de 1a ordem. Notando que x a
varivel independente e y a varivel dependente,podemos escrever a
equao diferencial de ordem n na forma seguinte mais simples:

F(x, y, y, y, . . . , y(n)

)= 0 .

Definio 2.1.2 Chama-se soluo de uma equao diferencial de ordem
n, no intervalo(a, b), a uma funo y = (x) n-vezes derivvel em
(a,b), tal que, ao substituirmos y por (x)na equao diferencial,
esta transforma-se numa identidade em ordem a x, em (a, b).

Sempre que possvel encontrar uma expresso explcita y = (x),
dizemos que a soluo daequao diferencial explcita. Por vezes no
possvel apresentar uma soluo explcita paradada equao diferencial.
Apenas conseguimos apresentar uma equao

G(x, y) = 0

36
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que define, num intervalo (a, b), pelo menos, uma funo real y =
(x) que soluo explcitada equao diferencial. Neste caso, dizemos que
a soluo y = (x) est definida de formaimplcita pela equao G(x, y) =
0.

A famlia de funesy = (x, C1, C2, . . . , Cn) ,

dependente de n constantes arbitrrias C1, C2, . . . , Cn, que
resolvem uma equao diferencialnum intervalo, designa-se por soluo
geral da equao diferencial. Chama-se soluo par-ticular a toda a
funo que se obtm da soluo geral y = (x, C1, C2, . . . , Cn), quando
seconcretizam as constantes C1, C2, . . . , Cn, isto , a uma
funo

y = (x, C01 , C02 , . . . , C

0n) , com C

01 , C

02 , . . . , C

0n constantes fixas .

Designa-se por soluo singular de uma equao diferencial, uma
funo

y = (x) ,

que resolve uma equao diferencial num intervalo, mas que no se
obtm a partir da soluogeral.

Uma equao diferencial de ordem n diz-se escrita na forma normal,
se puder ser escrita domodo seguinte:

y(n)(x) = f(x, y(x), y(x), . . . , y(n1)(x)

);

onde f(x, y, y, . . . , y(n1)) uma funo contnua, definida num
domnio de Rn+1.

Designa-se por curva integral duma equao diferencial de ordem
n

F (x, y, y, y, . . . , y(n)) = 0

ao grfico de uma soluo y = (x) dessa equao.

2.2 Equaes diferenciais lineares

A teoria das equaes diferenciais lineares de ordem superior est
bem desenvolvida, pelo queas podemos estudar em pormenor.

Definio 2.2.1 Chama-se equao diferencial linear de ordem n >
1 a toda a equaodiferencial da forma

an(x)y(n) + an1(x)y

(n1) + + a1(x)y + a0(x)y = f(x) , (2.2.1)

com an 6= 0 e onde an, an1, . . . , a1, a0 e f so funes reais de
varivel real, contnuas nummesmo intervalo (a, b) R.
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As funes an, an1, . . . , a1, a0 designam-se por (funes)
coeficientes da equao diferencial.No caso destas funes serem
constantes, (2.2.1) designa-se por equao diferencial linearde ordem
n > 1 de coeficientes constantes. Se f(x) = 0, ento (2.2.1) vem
na forma

an(x)y(n) + an1(x)y

(n1) + + a1(x)y + a0(x)y = 0 , (2.2.2)e recebe o nome de equao
diferencial linear homognea. Por outro lado, atendendo aque an 6=
0, as equaes diferenciais (2.2.1) e (2.2.2) podem ser escritas,
respectivamente, nasformas seguintes:

y(n) + an(x)y(n1) + + a2(x)y + a1(x)y = f(x) ; (2.2.3)y(n) +
an(x)y(n1) + + a2(x)y + a1(x)y = 0 ; (2.2.4)

para as novas funes

an(x) =an1(x)

an(x), . . . , a2(x) =

a1(x)

an(x), a1(x) =

a0(x)

an(x)e f(x) =

f(x)

an(x).

A proposio seguinte afirma que a combinao linear de solues de
uma equao diferenciallinear homognea , ainda, uma soluo dessa equao
diferencial.

Proposio 2.2.1 Sejam y1, y2, . . . , yk, com k N, solues da
equao diferencial linearhomognea (2.2.2) e sejam c1, c2, . . . , ck
constantes arbitrrias. Ento

y = c1y1 + c2y2 + + ckyk tambm uma soluo da equao diferencial
(2.2.2).

DEMONSTRAO:

Exemplo 2.2.1 Mostre que as funes y1 = x2 e y2 = x2 ln(x) so
solues da equao difer-encial

x2y 3xy + 4y = 0 x > 0 .Justifique que y = y1 + y2 , ainda,
soluo desta equao diferencial. Verifique isto.

A proposio seguinte diz-nos quantas solues verdadeiramente
diferentes admite a equaodiferencial (2.2.2).

Proposio 2.2.2 Para a equao diferencial linear homognea (2.2.2)
existem n solues y1,y2, . . . , yn linearmente independentes em (a,
b).

DEMONSTRAO:

Portanto, o nmero mximo de solues linearmente independentes da
equao diferencial linearhomognea (2.2.2) forma um espao vectorial
cuja dimenso igual ordem dessa equaodiferencial.

Definio 2.2.2 Chama-se sistema fundamental de solues de uma
equao diferenciallinear homognea, num intervalo (a, b) R, ao
subconjunto formado pelas suas solues queso linearmente
independentes nesse intervalo.
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Podemos, ento, dizer que o sistema fundamental de solues de uma
equao diferencial linearhomognea uma base vectorial do conjunto de
todas as solues da equao diferencial nointervalo referido.

Proposio 2.2.3 Sejam y1, y2, . . . , yn solues da equao
diferencial (2.2.2). Ento, asfunes y1, y2, . . . , yn so solues
linearmente independentes de (2.2.2), no intervalo (a, b),se e s se
W (x0) 6= 0 para algum x0 (a, b), onde

W (x) = det

y1(x) y2(x) yn(x)y1(x) y

2(x) yn(x)

......

. . ....

y(n1)1 (x) y

(n1)2 (x) y(n1)n (x)

. (2.2.5)DEMONSTRAO:

AW (x) chama-se determinante de Wronsk ou, simplesmente,
Wronskiano. Convm frisarque para a condio suficiente da proposio
anterior valer, basta que W (x) 6= 0 num pontox0 do intervalo (a,
b). A proposio anterior permite-nos afirmar a alternativa seguinte:
Asfunes y1, y2, . . . , yn so solues linearmente dependentes de
(2.2.2) se e s W (x) = 0 paratodo x (a, b). Ento, podemos dizer que
as afirmaes seguintes so equivalentes, no sentidode que uma implica
as outras trs:

As funes y1, y2, . . . , yn formam um sistema fundamental de
solues de (2.2.2); As funes y1, y2, . . . , yn so solues
linearmente independentes de (2.2.2); W (x0) 6= 0 para algum x0 (a,
b); W (x) 6= 0 para todo x (a, b).

Exemplo 2.2.2 Verifique se as funes y1 e y2 formam um sistema
fundamental de soluesda equao diferencial seguinte:

2x2y + 3xy y = 0 , x > 0 , onde y1(x) =x , y2(x) =

1

x.

A proposio seguinte diz-nos como a forma da soluo geral de uma
equao diferenciallinear homognea.

Proposio 2.2.4 Consideremos a equao diferencial linear homognea
(2.2.2) e suponhamosque an, an1, . . . , a1, a0 so funes reais de
varivel real, contnuas num mesmo intervalo(a, b) R. Se y1, y2, . .
. , yn um sistema fundamental de solues de (2.2.2) em (a, b),
entotoda a soluo y de (2.2.2) tem a forma

y = c1y1 + c2y2 + + cnyn , (2.2.6)

onde c1, c2, . . . , cn so constantes arbitrrias.
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DEMONSTRAO:

Resulta desta proposio que a equao diferencial linear homognea
(2.2.2) no tem soluessingulares. Portanto, a soluo geral (2.2.6)
contm todas as solues possveis da equaodiferencial (2.2.2).

Exemplo 2.2.3 Verifique que as funes y1(x) = x e y2(x) = x2
formam um sistema funda-mental de solues de uma equao diferencial
linear homognea de ordem 2. Determine essaequao diferencial.

Vamos, agora, considerar a equao diferencial linear completa
(2.2.1) e estabelecer qual aforma da sua soluo geral.

Proposio 2.2.5 Consideremos a equao diferencial linear completa
(2.2.1) e suponhamosque an, an1, . . . , a1, a0 e f so funes reais
de varivel real, contnuas num mesmo intervalo(a, b) R. A soluo
geral da equao diferencial (2.2.1) dada por

y = yh + yp , (2.2.7)

onde yh a soluo geral da equao diferencial homognea associada a
(2.2.1) e yp umaqualquer soluo particular da equao diferencial
(2.2.1) em (a, b) e livre de constantes.

DEMONSTRAO:

A equao diferencial linear homognea associada a (2.2.1) dada por
(2.2.2). Por (2.2.6),vemos que

yh = c1y1 + c2y2 + + cnyn , (2.2.8)onde y1, y2, . . . , yn um
sistema fundamental de solues de (2.2.2) em (a, b) e c1, c2, . . .
, cnso constantes arbitrrias. Ento, de (2.2.7) e (2.2.8), resulta
que a soluo geral de (2.2.1) dada por

y = c1y1 + c2y2 + + cnyn + yp .

A proposio seguinte permite-nos resolver uma equao diferencial
linear no homognea ondeo termo independente do segundo membro da
equao diferencial a soma finita de funeselementares. A resoluo de
tal equao diferencial, reduz-se resoluo de um nmero deequaes
diferenciais igual ao nmero de funes envolvidas nesse termo
independente, ondecada uma tem apenas uma funo no termo
independente.

Proposio 2.2.6 (Princpio de Superposio de Solues) Consideremos a
equao difer-encial linear completa (2.2.1). Suponhamos que o termo
independente de (2.2.1) a soma dek funes:

f(x) = f1(x) + f2(x) + + fk(x) , k N .Para cada i = 1, . . . ,
k, seja yi a soluo geral da equao diferencial

an(x)y(n) + an1(x)y

(n1) + + a1(x)y + a0(x)y = fi(x) ,que se obtm de (2.2.1)
substituindo f(x) por fi(x). Ento a soma

y = y1 + y2 + + yk a soluo geral da equao diferencial
(2.2.1).
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DEMONSTRAO:

Exemplo 2.2.4 Verifique que

y1(x) = c1+c2 cos(2x)+c3sen(2x)13cos(x) e y2(x) = c1+c2
cos(2x)+c3sen(2x)1

8x+

1

12x3

so, respectivamente, as solues gerais das equaes
diferenciais

y + 4y = sen(x) e y + 4y = x2

e onde c1, c2 e c3 so constantes arbitrrias. Verifique, tambm,
que

y(x) = c1 + c2 cos(2x) + c3sen(2x) 13cos(x) 1

8x+

1

12x3

a soluo geral da equao diferencial

y + 4y = sen(x) + x2 .

2.3 Reduo de ordem

Vamos, agora, considerar equaes diferenciais lineares homogneas
(2.2.2). O resultado seguintepermite-nos reduzir a resoluo de uma
tal equao diferencial de ordem n > 1 a outra de ordemn1. Isto
particularmente til para as equaes diferenciais de ordem 2, pois a
sua resoluopode reduzir-se de equaes diferenciais de ordem 1 que j
sabemos resolver. O nico seno, que temos de conhecer uma soluo da
equao diferencial inicial.

Proposio 2.3.1 Consideremos a equao diferencial linear homognea
(2.2.2). Se y umasoluo no trivial da equao diferencial (2.2.2),
ento a substituio

y = yv , v = v(x) , (2.3.9)

seguida da substituiow = v , w = w(x) , (2.3.10)

reduz (2.2.2) a uma equao diferencial linear homognea de ordem
n1 na varivel dependentew.

DEMONSTRAO:

Exemplo 2.3.1 Resolva a equao diferencial seguinte, sabendo que
y = ex uma suasoluo:

y + 3y + 2y = 0 .

Uma situao de resoluo mais simples, e que no obriga ao
conhecimento de uma soluo, ade uma equao diferencial linear
homognea onde intervm, apenas, duas derivadas sucessivasda funo
incgnita. Neste caso, a reduo de ordem, ou a integrao sucessiva,
permite-nosresolver a equao diferencial. No final, apenas temos de
verificar que o conjunto de soluesencontradas um sistema
fundamental de solues.
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Exemplo 2.3.2 Resolva a equao diferencial seguinte:

xy + y = 0 .

Exerccios 2.3.1 1. Resolva as equaes diferenciais seguintes,
sabendo que as funes yindicadas so suas solues:a) y + tg(x)y +
cos2(x)y = 0, y = cos(sen(x)).b) (1 x2)y 2xy + 2y = 0, y = x, para
1 < x < 1.

2. Resolva a equao diferencial seguinte:

xy + y = 0 .

2.4 Equaes diferenciais lineares de coeficientes constantes

Nesta seco, vamos considerar equaes diferenciais lineares de
coeficientes constantes

any(n) + an1y

(n1) + + a1y + a0(x)y = f(x) , (2.4.11)com an 6= 0 e onde an,
an1, . . . , a1, a0 so, agora, constantes e f uma funo real de
varivelreal, contnuas num intervalo (a, b) R. A equao diferencial
linear homognea associada a(2.4.11) dada por

any(n) + an1y

(n1) + + a1y + a0(x)y = 0 . (2.4.12)Do mesmo modo que para
(2.2.3) e (2.2.4), por vezes, poderemos ter necessidade de usar
asescritas de (2.4.11) e (2.4.12) nas formas, respectivas,
seguintes:

y(n) + any(n1) + + a2y + a1y = f(x) ; (2.4.13)

y(n) + any(n1) + + a2y + a1y = 0 ; (2.4.14)

para os novos coeficientes e funo, respectivamente,

an =an1an

, . . . , a2 =a1an, a1 =

a0an

e f(x) =f(x)

an.

Definio 2.4.1 Chamamos polinmio caracterstico associado equao
diferencial linearhomognea de coeficientes constantes (2.4.12), ao
polinmio seguinte

Pn() = ann + an1n1+ + a1+ a0 , C . (2.4.15)

Proposio 2.4.1 Consideremos a equao diferencial linear homognea
de coeficientes con-stantes (2.4.12). Se o polinmio caracterstico
(2.4.15) associado a esta equao diferencialtem:

1. 1, 2, . . . , n razes reais distintas, ento a soluo geral da
equao diferencial (2.4.12) dada por

y = c1e1x + c2e

2x + + cnenx , (2.4.16)onde c1, c2, . . . , cn so constantes
arbitrrias.
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2. razes reais repetidas, ento a soluo geral da equao
diferencial (2.4.12) contmtermos da forma

y =(c1 + c2x+ + ckxk1

)ex , (2.4.17)

onde c1, c2, . . . , c so constantes arbitrrias e k a
multiplicidade algbrica da raiz .

3. razes complexas = i, ento, para cada par de tais razes, a
soluo geral daequao diferencial (2.4.12) contm termos da forma

y = (c1 cos( x) + c2sen( x)) ex , (2.4.18)

onde c1 e c2 so constantes arbitrrias.

DEMONSTRAO:

Observaes 2.4.1 1. A proposio anterior garante-nos que as solues
encontradas for-mam um sistema fundamental de solues. Portanto, no
h necessidade de determinaro Wronskiano dessas funes.

2. O desenvolvimento das razes complexas no ponto 3 da proposio
anterior, deve-se denominada Frmula de Euler

ei = cos() + isen() .

Exemplo 2.4.1 Determine a soluo geral das equaes diferenciais
seguintes:

a) y + 3y + 2y = 0 ; b) y 6y + 9y = 0 ; c) y + 2y + 4y = 0 .Como
se depreende facilmente, existem equaes diferenciais que podero ter
os trs tipos desolues da proposio anterior. Isto s depende da equao
diferencial em si e, em particular,da sua ordem.

Exemplo 2.4.2 Determine a soluo geral da equao diferencial

y(v) 2y(iv) + 2y 2y + y = 0 .Por outro lado, o polinmio
caracterstico, bem como o conhecimento da proposio
anterior,permitem-nos determinar a expresso da equao diferencial
respectiva ao polinmio.

Exemplo 2.4.3 Mostre que o conjunto de funes

{y1(x) = ex, y2(x) = xex, y3(x) = x2ex} um sistema fundamental
de determinada equao diferencial e determine-a.

Consideremos, agora, a equao diferencial linear no homognea
(2.4.11). Pela Proposio 2.2.5,sabemos que a soluo geral de (2.4.11)
consiste na soma entre a soluo geral da equao difer-encial linear
homognea associada (2.4.12) e uma qualquer soluo particular de
(2.4.11). Pelaproposio anterior, sabemos como determinar a soluo
geral da equao diferencial linearhomognea associada (2.4.12).
Vamos, agora, aprender a determinar uma soluo particularda equao
diferencial linear completa (2.4.11). Para isto, existem dois
mtodos nossa dis-posio. O primeiro dos quais designado por Mtodo
dos Coeficientes Indeterminadose explicado a seguir.
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Definio 2.4.2 Chama-se famlia diferencial de uma funo ao
conjunto formado pelafuno e por todas as suas derivadas de modo que
esse conjunto seja um sistema linearmenteindependente.

Exemplo 2.4.4 Famlias diferenciais das funes mais habituais para
usar este mtodo

f(x) = xn, com n N : {1, x, x2, . . . , xn}. f(x) = eax, com a R
: {eax}. f(x) = sen(x) ou f(x) = cos( x), com R : {sen( x), cos(
x)}. f(x) = xneax, com n N e a R : {eax, xeax, x2eax, . . . ,
xneax}. f(x) = xnsen(x) ou f(x) = xn cos(x), com n N e R : {sen(x),
cos(x),

sen(x)x, cos( x)x, . . . , sen(x)xn, cos( x)xn}. f(x) =
eaxsen(x) ou f(x) = eax cos(x), com a, R : {eaxsen(x), eax
cos(x)}.

Proposio 2.4.2 (Mtodo dos Coeficientes Indeterminados)
Consideremos a equaodiferencial linear completa de coeficientes
constantes (2.4.11). Consoante a funo f(x), asoluo particular de
(2.4.11) dada por:

f(x) = xn, com n N : yp(x) = A0 + A1x+ A2x2 + + Anxn; f(x) =
eax, com a R : yp(x) = Aeax; f(x) = sen(x) ou f(x) = cos( x), com R
: yp(x) = Asen(x) +B cos(x); f(x) = xneax, com n N e a R : yp(x) =
eax (A0 + A1x+ A2x2 + + Anxn); f(x) = xnsen(x) ou f(x) = xn cos(
x), com n N e R : yp(x) = sen(x) (A0+A1x+ A2x

2 + + Anxn) + cos(x) (B0 +B1x+B2x2 + +Bnxn); f(x) = eaxsen(x) ou
f(x) = eax cos(x), com a, R : yp(x) = Aeaxsen(x) +Beax cos(x);

onde A0, A1, A2, . . . , An, B0, B1, B2, . . . , Bn, A e B so os
coeficientes a determinar.

DEMONSTRAO:

Observao 2.4.1 Se algum termo de yp, determinado pela proposio
anterior, aparece nasoluo geral yh da soluo da equao diferencial
linear homognea associada a (2.4.11), isto (2.4.12), ento, esse
termo tem de ser multiplicado pela menor potncia de x de modo
quetodos os termos de

y = yh + yp

sejam linearmente independentes.

Exemplo 2.4.5 Usando o Mtodo dos Coeficientes Indeterminados,
determine a soluo geralda equao diferencial seguinte:

y + 3y + 2y = 5x2 .
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Apesar de ser muito simples, o mtodo dos coeficientes
indeterminados tem como principallimitao a impossibilidade de
aplic-lo a todas equaes diferenciais (2.4.11). De facto, vemosque
este mtodo pode ser aplicado apenas quando obtemos uma famlia
diferencial, da funof(x), finita. Ora, por exemplo, para funes f(x)
irracionais, as famlias diferenciais iro serinfinitas o que torna
impossvel aplicar este mtodo. A seguir, vamos ver um outro
mtodopara determinar uma soluo particular de uma equao diferencial
(2.4.11) e que conhecidona literatura por Mtodo de Variao das
Constantes Arbitrrias de Lagrange, ou,mais abreviadamente, Mtodo de
Variao das Constantes.

Proposio 2.4.3 (Mtodo de Variao das Constantes) Consideremos a
equao difer-encial linear completa de coeficientes constantes
(2.4.11). Seja {y1, y2, . . . , yn} um sistema fun-damental de
solues da equao diferencial homognea associada (2.4.12). Ento a
soluoparticular dada por

yp(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) + + cn(x)yn(x) , (2.4.19)onde as
funes c1(x), c2(x), . . . , cn(x) satisfazem ao sistema
seguinte:

c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) + + cn(x)yn(x) = 0

c1(x)y1(x) + c

2(x)y

2(x) + + cn(x)yn(x) = 0

...c1(x)y

(n2)1 (x) + c

2(x)y

(n2)2 (x) + + cn(x)y(n2)n (x) = 0

c1(x)y(n1)1 (x) + c

2(x)y

(n1)2 (x) + + cn(x)y(n1)n (x) = f(x) .

(2.4.20)

DEMONSTRAO:

Exemplo 2.4.6 Resolva o exerccio do Exemplo 2.4.5, usando o
Mtodo de Variao das Con-stantes.

Exemplo 2.4.7 Verifique que s pode resolver a equao diferencial
seguinte usando o Mtodode Variao das Constantes:

y + y =x 1x2

.

Usando os conhecimentos desta seco conjugados com o Princpio de
Superposio de Solues(Proposio 2.2.6), podemos resolver uma equao
diferencial linear no homognea de coefi-cientes constantes onde o
termo independente do segundo membro da equao diferencial asoma
finita de funes elementares.

Exemplo 2.4.8 Usando o Princpio de Superposio de Solues, resolva
a equao diferencialseguinte:

y + 4y = x2 + sen(x) .

Nota: A soluo geral desta equao diferencial foi apresentada no
exerccio do Exemplo 2.2.4.

Exerccios 2.4.1 1. Mostre que o conjunto de funes

{y1(x) = exsen(2x), y2(x) = excos(2x), y3(x) = 1} um sistema
fundamental de determinada equao diferencial e determine-a:
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2. Usando o Mtodo dos Coeficientes Indeterminados, resolva as
equaes diferenciais seguintes:

a) y + 4y = x ; b) y + 4y = xsen(2x) ; c) y 4y = x+ 3 cos(x) +
e2x .

3. Usando o Mtodo de Variao das Constantes, resolva as equaes
diferenciais seguintes:

a) 4y + y = 2 sec(x2

); b) y + y = tg(x) ; c) y + 4y = x2e3xsen(x) xsen(x) .

2.5 Equaes Euler

Nesta seco, vamos considerar equaes diferenciais lineares de
coeficientes no-constantescom as funes coeficientes com uma forma
geral.

Definio 2.5.1 Chama-se equao diferencial de Euler a uma equao
diferencial linearde coeficientes no-constantes da forma

(ax+ b)ny(n) + A1(ax+ b)n1y(n1) + + An1(ax+ b)y + Any = f(x) ,
(2.5.21)

onde a, b, A1, . . . , An so constantes.

Em alguma bibliografia, (2.5.21) recebe o nome de equao
diferencial de Euler-Cauchy. Aresoluo desta equao diferencial vai
reduzir-se resoluo das equaes diferenciais linearesde coeficientes
constantes que estudamos na seco anterior.

Proposio 2.5.1 Consideremos a equao diferencial de Euler
(2.5.21).

1. Se ax+ b > 0, ento a substituio

a+ bx = et (2.5.22)

transforma (2.5.21) numa equao diferencial de coeficientes
constantes.

2. Se ax+ b < 0, ento a substituio

a+ bx = et (2.5.23)

transforma (2.5.21) numa equao diferencial de coeficientes
constantes.

DEMONSTRAO:

Na resoluo de uma equao diferencial de Euler, depois de fazermos
a substituio (2.5.22)ou (2.5.23), h que voltar varivel inicial
pe
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