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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Problema Modelo - Bidimensional
 Achar u : Ω −→ R, tal que
 −∇ · (K∇u) + bu = f , em Ω; (1)
 u = g , em Γg ; (2)
 K∂u
 ∂~η= h, em Γh, (3)
 onde
 ∂Ω = Γg ∪ Γh,
 comΓg ∩ Γh = ∅.
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Problema Formulacao Variacional Discreta
 Achar uh = wh + Gh ∈ VD,h, wh ∈ Vh tal que
 a(vh,wh) = (vh, f ) + (vh, h)Γh− a(vh,Gh), ∀vh ∈ Vh,
 onde
 a(vh,wh) =
 ∫Ω
 (∇vh · K∇uh + σvhuh
 )dΩ;
 (vh, f ) =
 ∫Ω
 fvhdΩ;
 (vh, h)Γh=
 ∫Γh
 vhhdΓ;
 Vh = v ∈ H1(Ω)|v = 0 em Γg;VD,h = v ∈ H1(Ω)|v = g em Γg;
 a(vh,Gh) =
 ∫Ω
 (∇vh · K∇Gh + σvhGh)dΩ.
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Problema Formulacao Variacional Discreta
 Gh e uma aproximacao (funcao polinomial linear por partes) de Gtal que
 Gh(zi ) =
 g(zi ), se zi ∈ Γg (pontos nodais prescritos);
 0, se zi /∈ Γg (pontos nodais livres).
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Problema Modelo
 Escolhendo φ1, φ2, · · · , φNl como uma base de Vh, entao,
 podemos definir
 wh =
 Nl∑j=1
 ajφj(x , y);
 vh = φi (x , y), i = 1, 2, · · · ,Nl .
 Substituindo esses resultados na formulacao variacional discreta,obtemos um sistema linear da forma
 Au = F ,
 onde
 A = [Aij ] e uma matriz Nl × Nl , com
 Aij = a(φi , φj) =
 ∫Ω
 (∇φi · K∇φj + σφiφj)dΩ
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Problema Modelo
 F = [Fi ] e um vetor com Nl elementos, onde
 Fi =
 ∫Ωφi fdΩ +
 ∫Γh
 φihdΓ−∫
 Ω(∇φi · K∇Gh + σφiGh)dΩ
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Funcoes lineares por partes definidas sobre uma malhatriangular
 Um polinomio nas variaveis x e y tem a forma
 a00 + a10x + a01y + a20x2 + a11xy + a02y 2 + · · ·+ a0nyn,
 onde a00, a10, · · · , a0n sao os coeficientes (constantes).
 Para definir um polinomio por partes em Ω, o domınio Ωprecisa ser particionado em subdomınios;
 Uma funcao polinomial por partes e uma funcao definida porum polinomio em cada subdomınio de Ω;
 A colecao de subdomınios e chamada de malha;
 As malhas bidimensionais mais comuns sao triangulacoes: odomınio Ω e particionado em triagulos.
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Funcoes lineares por partes definidas sobre uma malhatriangular
 A intersecao de quaisquer dois triangulos e um vertice (comumaos dois triangulos) ou uma aresta (comum aos dois triangulos).Situacoes como as mostradas nas figuras abaixo sao chamadasde triangulacoes nao-conformes (e nao serao permitidas).
 (a) Dois exemplos de triangulacoes nao conformes. Emambos os casos, a intersecao dos triangulos 1 e 2 e umsegmento de linha que nao e uma aresta do triangulo 1
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Funcoes lineares por partes definidas sobre uma malhatriangular
 Se o domınio Ω nao e poligonal, e necessario aproximara fronteira ∂Ω por segmentos de linhas ou curvas simples(originando ”triangulos com arestas curvas”). Assumiremosque Ω seja poligonal, de forma que a triangulacao cubratotalmente Ω. A figura abaixo mostra as triangulacoes de umquadrado e um pentagono.
 (b) Triangulacoes de dois domınios poligonaisMestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo

Page 10
						

Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Um pouco de notacao ...
 Um triangulacao consiste de Nt triangulos
 T1,T2, · · · ,TNt ;
 Os vertices dos triangulos sao
 z1, z2, · · · , zNv ,
 onde zj = (xj , yj) e Nv e o numeros total de vertices da malha;
 Cada triangulo e associado a tres vertices da listaz1, z2, · · · , zNv , que podem ser identificados pelos seusındices na lista:
 (i) ındices dos vertices do triangulo Ti : ni,1, ni,2 e ni,3;(ii) os vertices de Ti sao zni,1 , zni,2 e zni,3 .
 Os ındices ni ,j relacionam os ındices locais (j = 1, 2, 3) com osındices globais.
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Um pouco de notacao ...
 No processo de analise e implementacao do MEF, e necessarioconsiderar uma famılia de triangulacoes. Cada triangulacaoe caracterizada pelo seu tamanho de malha h (comprimentocaracterıstico de malha), que e definido como o diametromaximo dentre todos os diametros dos triangulos que compoema triangulacao. Denotamos uma triangulacao por Th.
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 O espaco de funcoes mais simples formado por polinomios porpartes contınuos em Ω consiste de funcoes lineares por partescontınuas definidas em Th.
 Seja p uma funcao polinomial linear por partes contınua em Ω.Entao, a funcao p restrita a cada Ti ∈ Th e da forma
 pi (x) = p(x) |Ti= ai + bix + ciy ,
 onde ai , bi e ci sao determinados (unicamente) atraves dosvalores de pi (x) nos tres vertices de Ti .
 O grafico de pi (x) e uma parte de uma plano.
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Como a funcao p e contınua em Ω,
 se o vertice zj ∈ Ti e zj ∈ Tk ,
 ai + bixj + ciyj = ak + bkxj + ckyj .
 =⇒ Os 3Nt parametros (a1, b1, c1), (a2, b2, c2), · · · ,(aNt , bNt , cNt ) nao sao todos independentes;
 se a aresta s ∈ Ti e s ∈ Tk ,
 ai + bix + ciy = ak + bkx + cky , ∀(x , y) ∈ s,
 pois p e contınua em s.=⇒ Basta que pi (z1) = pk(z1) e pi (z2) = pk(z2), onde z1 e z2
 sao os vertices extremos da aresta s.
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Se Th contem Nv vertices (pontos nodais), entao uma funcaolinear por partes em Th e determinada pelos Nv valores nodaisda funcao, tambem chamados de graus de liberdade. A figuraabaixo mostra duas funcoes lineares por partes definidas nasmalhas construıdas sobre o quadrado e o pentagono.
 (c) Duas funcoes lineares por partes contınuas
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Seja P(1)h o conjunto de todas as funcoes lineares por partes
 contınuas definidas em Th.
 P(1)h e um espaco vetorial de dimensao finita, tal que
 dim P(1)h = Nv .
 Cada funcao v ∈ P(1)h pode ser idenficada por um vetor a ∈ RNv
 consistindo dos valores nodais da funcao v .
 Podemos determinar (facilmente) uma base
 ψ1, ψ2, · · · , ψNv
 para o espaco P(1)h de forma que
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 a funcao v ∈ P(1)h pode ser escrita da forma
 v =Nv∑i=1
 aiψi
 Para todo vetor a = (a1, · · · , aNv ) ∈ RNv ,
 Nv∑i=1
 aiψi (xj , yj) = v(xj , yj) = aj ,
 isto e,
 ψi (xj , yj) =
 1, se i = j ;0, se i 6= j .
 (4)
 A condicao (4) define as funcoes base ψi , i = 1, 2, · · · ,Nv .Uma base satisfazendo (4) e chamada de base lagrangeanaou base nodal.
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Exemplo de funcoes funcoes base ψi :
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Exemplo de funcoes funcoes base ψi :
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Os pontos nodais de Th localizados na fronteira prescrita(Dirichlet) sao chamados de pontos nodais prescritos. Casocontrario, eles sao chamados de pontos nodais livres;
 Se os dois pontos extremos da aresta s ∈ Ti estao na fronteiraprescrita (Dirichlet), dizemos que s e uma aresta prescrita, casocontrario, s e uma aresta livre;
 O numero de pontos nodais livres sera denotado por Nl e onumero de pontos nodais prescritos por Np;
 Definimos a sequencia l1, l2, · · · , lNlde forma que
 zl1 , zl2 , · · · , zlNlsao os pontos nodais livres, e outra sequencia p1, p2, · · · , pNp
 de forma quezp1 , zp2 , · · · , zpNp
 sao os pontos nodais prescritos.
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo

Page 20
						

Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Exemplo
 Seja Ω o quadrado unitario dado por
 Ω = (x , y) ∈ R2|0 < x < 1, 0 < y < 1
 tal que ∂Ω = Γg ∪ Γh, com Γg ∩ Γh = ∅, onde
 Γg = (x , y)|x ∈ [0, 1], y = 1 (fronteira superior doquadrado);
 Γh = ∂Ω\Γ1
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Exemplo
 A figura abaixo mostra uma malha definida sobre o domınio Ω. Onumero total de elementos triangulares e Nt = 32 e o numero totalde pontos nodais (vertices) e Nv = 25.
 (d) Uma triangulacao do quadrado unitario. A figura a esquerdamostra a enumeracao dos 32 elementos, enquanto que a figura a direitamostra a enumeracao dos 25 pontos nodais
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Exemplo
 Recordemos que os inteiros ni ,1, ni ,2, ni ,3 sao os ındices dos tresvertices do triangulo (elemento) Ti . A figura mostra que
 n12,1 = 7, n12,2 = 8, n12,3 = 13.
 Os pontos nodais livres sao: 1, 2, · · · , 20. Nl = 20;Os pontos nodais prescritos sao: 21, 22, 23, 24 e 25. Np = 5.
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo

Page 23
						

Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 P(1)h e um subespaco de H1(Ω);
 Vh = v ∈ P(1)h |v = 0 em Γg;
 Uma base para o subespaco Vh e dada por
 ψl1 , ψl1 , · · · , ψlNl;
 Por conveniencia, escrevemos ψlk = φk , de forma que a basepara Vh pode ser escrita como
 φ1, φ2, · · · , φNl.
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Matriz Local e Vetor Local
 Em cada triangulo (elemento) Ti ∈ Th uma funcao linear e dada por
 pi (x , y) = a + bx + cy , ∀(x , y) ∈ Ti .
 Para determinarmos as constantes a, b e c , facamos:
 v1 = pi (x1, y1) = a + bx1 + xy1
 v2 = pi (x2, y2) = a + bx2 + xy2
 v3 = pi (x3, y3) = a + bx3 + xy3
 onde (xj , yj), j = 1, 2, 3 sao as coordenadas dos tres vertices dotriangulo Ti .
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Matriz Local e Vetor Local
 Resolvendo esse sistema para a, b e c , obtemos
 a =1
 2Ae
 [v1(x2y3 − x3y2) + v2(x3y1 − x1y3) + v3(x1y2 − x2y1)
 ];
 b =1
 2Ae
 [v1(y2 − y3) + v2(y3 − y1) + v3(y1 − y2)
 ];
 c =1
 2Ae
 [v1(x3 − x2) + v2(x1 − x3) + v3(x2 − x1)
 ]onde Ae , e a area do elemento (triangulo) Ti , dada por
 2Ae = det
 1 x1 y1
 1 x2 y2
 1 x3 y3
 =[(x1y2−x2y1)+(x3y1−x1y3)+(x2y3−x3y2)
 ]
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Matriz Local e Vetor Local
 Eliminando a, b e c , obtemos
 pi (x , y) = v1φe1(x , y) + v2φ
 e2(x , y) + v3φ
 e3(x , y),
 onde
 φe1(x , y) =1
 2Ae
 [(x2y3 − x3y2) + (y2 − y1)x + (x3 − x2)y
 ];
 φe2(x , y) =1
 2Ae
 [(x3y1 − x1y3) + (y3 − y1)x + (x1 − x3)y
 ];
 φe3(x , y) =1
 2Ae
 [(x1y2 − x2y1) + (y1 − y2)x + (x2 − x1)y
 ]sao as funcoes de forma local associadas aos tres vertices (pontosnodais) do triangulo Ti .
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Matriz Local e Vetor Local
 As funcoes de forma pode ser escritas como
 φe1(x , y) =1
 2Ae
 [a1 + b1x + c1y
 ];
 φe2(x , y) =1
 2Ae
 [a2 + b2x + c2y
 ];
 φe3(x , y) =1
 2Ae
 [a3 + b3x + c3y
 ],
 onde
 a1 = x2y3 − x3y2 b1 = y2 − y1 c1 = x3 − x2;
 a2 = x3y1 − x1y3 b2 = y3 − y1 c2 = x1 − x3;
 a3 = x1y2 − x2y1 b3 = y1 − y2 c3 = x2 − x1.
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo

Page 28
						

Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Problema Local
 Problema Local∫T∇vh · K∇whdΩ︸ ︷︷ ︸
 Termo Difusivo
 +
 ∫T
 bvhwhdΩ︸ ︷︷ ︸Termo Reativo
 =
 ∫T
 vhfdΩ︸ ︷︷ ︸Termo de Fonte
 +
 ∫Γh
 vhhdΓ︸ ︷︷ ︸C. C. Neumann
 −∫T∇vh · K∇GhdΩ︸ ︷︷ ︸
 C. C. Dirichlet
 −∫T
 bvhGhdΩ︸ ︷︷ ︸C. C. Dirichlet
 .
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Problema Local
 As matrizes e vetores locais podem ser calculados atraves dasseguintes integrais:∫
 T(φ1)m(φ2)n(φ3)rdΩ =
 m!n!r !
 (m + n + r + 2)!2Ae
 e ∫Γe
 (φ1)m(φ2)ndΓ =m!n!
 (m + n + 1)!Γe ,
 onde Ae e a area de um elemento triangular e Γe e o comprimentode uma aresta do triangulo.
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Matriz Local - Termo Difusivo
 Matriz Local do Termo Difusivo e dada por
 D =
 d11 d12 d13
 d21 d22 d23
 d31 d32 d33
 ,onde
 dij =
 ∫T∇φei (x , y) · ∇φej (x , y)dΩ.
 ∇φek(x , y) =
 ∂φek∂x
 ∂φek∂y
 =1
 2Ae
 [bk
 ck
 ]
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Matriz Local - Termo Difusivo
 Entao,
 ∇φei (x , y) · ∇φej (x , y) =
 bi2Ae
 ci2Ae
 · bj
 2Ae
 cj2Ae
 =
 1
 4(Ae)2(bibj + cicj)
 e
 dij =
 ∫T∇φei (x , y) · ∇φej (x , y)dΩ
 =1
 4(Ae)2(bibj + cicj)
 ∫T
 dΩ︸ ︷︷ ︸=Ae
 =1
 4Ae(bibj + cicj).
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Matriz Local - Termo Difusivo
 d11 =1
 4Ae
 [(y2 − y1)(y2 − y1) + (x3 − x2)(x3 − x2)
 ];
 d12 =1
 4Ae
 [(y2 − y1)(y3 − y1) + (x3 − x2)(x1 − x3)
 ];
 d13 =1
 4Ae
 [(y2 − y1)(y1 − y2) + (x3 − x2)(x2 − x1)
 ];
 d21 =1
 4Ae
 [(y3 − y1)(y2 − y1) + (x1 − x3)(x3 − x2)
 ];
 d22 =1
 4Ae
 [(y3 − y1)(y3 − y1) + (x1 − x3)(x1 − x3)
 ];
 d23 =1
 4Ae
 [(y3 − y1)(y1 − y2) + (x1 − x3)(x2 − x1)
 ];
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Matriz Local - Termo Difusivo
 d31 =1
 4Ae
 [(y1 − y2)(y2 − y1) + (x2 − x1)(x3 − x2)
 ];
 d32 =1
 4Ae
 [(y1 − y2)(y3 − y1) + (x2 − x1)(x1 − x3)
 ];
 d33 =1
 4Ae
 [(y1 − y2)(y1 − y2) + (x2 − x1)(x2 − x1)
 ];
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Matriz Local - Termo Reativo
 Matriz Local do Termo Reativo e dada por
 R =
 r11 r12 r13
 r21 r22 r23
 r31 r32 r33
 ,onde
 rij =
 ∫T
 b(x , y)φei (x , y)φej (x , y)dΩ.
 Considerando b(x , y) constante em cada triangulo T , obtemos
 rij = b
 ∫Tφei (x , y)φej (x , y)dΩ =
 bAe
 6 , se i = j ;
 bAe
 12 , se i 6= j .
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Matriz Local - Termo Reativo
 R =bAe
 12
 2 1 11 2 11 1 2
 .A matriz
 Ae
 12
 2 1 11 2 11 1 2
 proveniente do termo ∫
 TwhvhdΩ
 e chamada de matriz de massa associada ao elemento (triangulo)T .
 Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEF
 Vetor Local
 O vetor global F e construıdo a partir do termo∫Ω
 vhfdΩ +
 ∫Γh
 vhhdΓ−∫
 Ω(∇vh · K∇Gh + bvhGh)dΩ
 Em cada elemento T ∈ Th, tem-se um vetor local
 F e =
 f e1
 f e2
 f e3
 ,onde
 f ei =
 ∫Tφei fdΩ +
 ∫Γeh
 φei hdΓ−∫T
 (∇φei ·K∇G eh + bφei G e
 h )dΩ,
 i = 1, 2, 3.
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 Implementando o MEF
 Vetor Local
 Usando interpolacao, podemos aproximar a funcao f no elementoT da seguinte forma
 f (x)|T = f1φe1(x , y) + f2φ
 e2(x , y) + f3φ
 e3(x , y),
 ondefi = f (xi , yi )
 e o valor da funcao f no vertice zi = (xi , yi ), i = 1, 2, 3 do trianguloT .Portanto,∫Tφei fdΩ =
 (∫Tφei φ
 e1dΩ
 )f1+(∫
 Tφei φ
 e2dΩ
 )f2+(∫
 Tφei φ
 e3dΩ
 )f3.
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 Vetor Local
 Isso implica que
 ∫T
 whfdΩ =Ae
 12
 2 1 11 2 11 1 2
 f1
 f2
 f3
 =Ae
 12
 2f1 + f2 + f3
 f1 + 2f2 + f3
 f1 + f2 + 2f3
 ,onde fi = f (zi ) = f (xi , yi ).
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 Implementando o MEF
 Vetor Local
 Usando interpolacao, podemos tambem aproximar a funcao Gh noelemento T da seguinte forma
 Gh|T = g1φe1(x , y) + g2φ
 e2(x , y) + g3φ
 e3(x , y),
 ondegi = g(xi , yi )
 e o valor que Gh assume no vertice zi = (xi , yi ), i = 1, 2, 3 dotriangulo T . Se zi e um vertice livre, entao gi = 0Portanto,
 ∫T
 (∇wh · K∇Gh + bwhGh)dΩ =
 E11 E12 E13
 E21 E22 E23
 E31 E32 E33
 g1
 g2
 g3
 ,Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo
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 Implementando o MEF
 Vetor Local
 ∫T
 (∇wh · K∇Gh + bwhGh)dΩ =
 E11g1 + E12g2 + E13g3
 E21g1 + E22g2 + E23g3
 E31g1 + E32g2 + E33g3
 ,onde
 E = D + R e a matriz do elemento associada a forma bilineara(wh, vh), sendo que D e R sao as matrizes locais de difusao ereacao, calculadas anteriormente.
 Vale ressaltar que gi = Gh(xi , yi ) e diferente de zero apenasse o ponto nodal (xi , yi ) e um vertice pertencente a fronteiraprescrita.
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 Vetor Local
 Vamos calcular o vetor local associado ao termo∫
 ΓhvhhdΓ. Cada
 componente deste vetor local e da forma
 hk =
 ∫Γeh
 φekhdΓ, k = 1, 2 ou k = 2, 3 ou k = 1, 3.
 Se h e constante, entao
 hk = h
 ∫Γeh
 φekdΓ =hl
 2,
 onde l e o comprimento da aresta Γeh.
 Obs: k = 1, 2 significa que os pontos extremos da aresta sao osvertices locais 1 e 2. A interpretacao para k = 1, 3 e k = 2, 3 eanaloga.
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 Vetor Local
 Entao
 F e =
 f e1
 f e2
 f e3
 =Ae
 12
 2f1 + f2 + f3
 f1 + 2f2 + f3
 f1 + f2 + 2f3
 +hl
 2
 110
 −
 E11g1 + E12g2 + E13g3
 E21g1 + E22g2 + E23g3
 E31g1 + E32g2 + E33g3
 Obs: Note que estamos considerando que as arestas da fronteira deNeumann estao associadas aos vertices locais 1 e 2.
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 Exercıcio
 Problema de Transferencia de Calor Bidimensional - EstadoEstacionario: considere uma placa plana quadrada mostrada nafigura abaixo, junto com a malha de elementos finitos. Se acondutividade termica e k = 10W /moC , determine a distribuicaode temperatura usando elementos finitos triangulares lineares.
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 Implementando o MEF
 Em geral, os programas de elementos finitos sao divididos em trespartes:
 Pre-processamento: geracao de malha, estruturas de dados,calculos relacionados aos elementos;
 Processamento: montagem e solucao do sistema AU = F ;
 Pos-processamento: saıda de dados e visualizacao grafica dasolucao.
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 Implementando o MEF
 Podemos escrever nosso codigo de elementos finitos seguindo osseguintes passos:
 Entrada de dados tais como o domınio, a funcao f , as condicoesde contorno e os coeficientes da equacao.
 Construcao da malha Th;
 Montagem da matriz e vetor globais A e F a partir dascontribuicoes das matrizes e vetores locais;
 Solucao do sistema linear AU = F ;
 Saıda e visualizacao dos resultados.
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 Implementando o MEF
 Considere a seguinte malha:
 Essa malha possui 11 elementos e 11 vertices (pontos nodais);
 Os vertices 3, 6, 8, 9, 10 e 11 sao prescritos (fronteira emvermelho).
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 Implementando o MEF
 Matriz coordenada COORD: e uma matriz de nnos linhas e 2colunas, que associa a cada ponto nodal suas coordenadas x e y .
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 Implementando o MEF
 Vetor ID: e um vetor de tamanha nnos, que identifica a equacaoassociada a cada vertice global livre (nao prescrito).
 ID[i ] =
 eq, se i e um ponto nodal livre;0, se i e um ponto nodal prescrito,
 onde eq e o numero da equacao associada ao no i .Para a malha anterior,
 ID =[
 1 2 0 3 4 0 5 0 0 0 0]T
 Os vertices livres (1, 2, 4, 5 e 7) estao associados as equacoes1, 2, 3, 4, 5, respectivamente.
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 Implementando o MEF
 Matriz de Conectividade IEN: e uma matriz com nel linhas e3 colunas que associa cada elemento e = 1, 2, · · · , nel a seusrespectivos pontos nodais (vertices) globais.
 IEN =
 z1,1 z1,2 z1,3
 z2,1 z2,2 z2,3
 z3,1 z3,2 z3,3...
 ......
 znel ,1 znel ,2 znel ,3
 ,
 onde zi ,j e o ponto nodal global do elemento Ti associado ao pondonodal local j .
 IEN[elemento][noLocal ] = noGlobal .
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 Implementando o MEF
 Para a malha anterior,
 IEN =
 1 2 41 4 32 5 43 4 64 5 74 7 65 9 76 7 87 9 107 10 88 10 11
 .
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 Implementando o MEF
 Matriz de Localizacao LM: e uma matriz com nel linhas e 3 colunas.Essa matriz associa os vertices (pontos nodais) locais do elementoao numero da equacao correspondente. Para a malha anterior,
 LM =
 1 2 31 3 02 4 30 3 03 4 53 5 04 0 50 5 05 0 05 0 00 0 0
 .
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 Implementando o MEF
 A matriz de localizacao LM pode ser construıda a partir do vetorID e da matriz IEN atraves da expressao:
 LM[elem][noLocal ] = ID[IEN[elem][noLocal ]]
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 Implementando o MEF
 Variaveis importantes:
 nel: numero de elementos da malha Th;
 neq: numero de equacoes;
 nnos: numero de pontos nodais;
 Vetores e Matrizes importantes:
 COORD, ID, IEN, LM;
 BOUND, BOUNDCOND: matrizes (ou vetores) associadasaos dados de fronteiras.
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 Implementando o MEFEsparsidade da Matriz Global
 Montagem da matriz global A e do vetor global F
 Figura retirada da tese de Jonas Cordazzo: Simulacao dereservatorios de petroleo utilizando o metodo EbFVM e multigridalgebrico, UFSC, 2006.
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 Montagem da matriz global A e do vetor global F
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 Montagem da matriz global A e do vetor global F
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Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEFEsparsidade da Matriz Global
 Montagem da matriz global A e do vetor global F
 A← 0;
 F ← 0;Para e = 1 ate nel faca
 monta matriz local E do elemento e;monta vetor local Fe do elemento e;Para a = 1, 2, 3 faca
 Se LM[e][a] 6= 0 entaoF [LM[e][a]]← F [LM[e][a]] + Fe[a]Para b = 1, 2, 3 faca
 Se LM[e][b] 6= 0 entaoA[LM[e][a]][LM[e][b]]← A[LM[e][a]][LM[e][b]]
 +E [a][b]FimSe
 FimParaFimSe
 FimPara
 FimPara
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 Esparsidade da Matriz Global
 Discutiremos algumas vantagens de usar o espaco P(1)h (ou um
 subespaco de P(1)h ) como um espaco de aproximacao do metodo
 de Galerkin;
 Um vantagem e que e facil trabalhar com funcoes polinomiais(em particular, as lineares): avaliar, diferenciar e integrar essasfuncoes sao tarefas simples.
 Outra vantagem e que quando a base nodal padrao e utilizada,a matriz global e esparsa, isto e, possui poucos numeros nao-nulos.
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 Esparsidade da Matriz Global
 Se φ1, φ2, · · · , φN e uma base para Vh, entao a matriz globalA ∈ RN×N e dada por
 A = [Aij ], onde Aij = a(φi , φj), i , j = 1, 2, · · · ,N.
 (e) O suporte das funcoes φ1 e φ19
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 Esparsidade da Matriz Global
 O suporte de φ1 eT1 ∪ T2
 e o suporte de φ19 e
 T21 ∪ T22 ∪ T23 ∪ T30 ∪ T31 ∪ T32;
 Como esses suportes sao disjuntos, segue-se que a(φ1, φ19) = 0e
 A1,19 = A19,1 = 0.
 Aij 6= 0 somente se a intersecao entre os suportes de φi e φj enao-vazia. Isso acontece quando i e j sao vertices livres (naoprescritos) de um mesmo triangulo, caso em que esses pontosnodais sao chamados de adjacentes.
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 Esparsidade da Matriz Global
 Considere o vertice livre 13 e o suporte de φ13 mostrados na figuraabaixo.
 (f) O suporte da funcao φ13
 Os unicos pontos nodais livres adjacentes ao vertice 13 sao
 7, 8, 12, 13, 14, 18 e 19.Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espırito Santo

Page 62
						

Formulacao Numerica VariacionalFuncoes Lineares Por Partes
 Implementando o MEFEsparsidade da Matriz Global
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 Supondo que a linha de A associada ao ponto nodal 13 seja a linha13, entao somente os valores
 A13,7,A13,8,A13,12,A13,13,A13,14,A13,18,A13,19
 podem ser diferentes de zero.
 Nenhuma linha pode ter mais do que 7 valores diferentes dezero.
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 Esparsidade da Matriz Global
 Considerando
 a(φi , φj) =
 ∫Ω∇φi · ∇φjdΩ
 e a malha
 (g) Pontos nodais prescritos: 21, 22,23, 24 e 25.
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 Esparsidade da Matriz Global
 A matriz A e da ordem de 20 × 20, ou seja, possui400 elementos, sendo que somente 82 sao nao-nulos(aproximadamente 20%);Note que a matriz A possui no maximo, 5 numeros nao-nulospor linha. Isso acontece devido a simetria da malha. Mostreque A13,7 = A13,19 = 0.
 (h) Matriz A 20 × 20 com 82valores nao-nulos
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 Esparsidade da Matriz Global
 Quando uma malha e refinada, o numero de vertices adjacentesa um dado vertice nao aumenta;
 A esparsidade da matriz global aumenta quando a malha erefinada;
 Refinando a malha anterior de forma que A seja da ordem 72×72, terıamos 326 valores nao-nulos na matriz (aproximadamente6%), de um total de 5184.
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